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1 Einfiihrung

Definition 1.1. Sei k algebraisch abgeschlossener Korper. Der affine Raum dber k ist
Ap = Ek"

Elemente von A" heien Punkte. Fiir P = (ay, ..., a,) € A" heiflen die a; die Koordinaten von
P. Es sei
O(A") =Ek[A"] =k [X1, ..., X,

der Ring der Funktionen mit f € O (A™) interpretiert als A" — k, (aq,...,a,) — (f (a1, ..., a,)).
Fir S C k[Xy, ..., X,] sei die von S erzeugte algebraische Menge

V(S) = {(a1, ) € K| f (a1, 00) = 0Vf € S}
Fiir S = {f} nennen wir V (S) =: V (f) eine Hyperfliche.
Lemma 1.2. Sei S C k[X]. Dann ist V (S) entweder gleich A' oder endlich.

Bewess.

Fall 1: Es existiert f € S mit f # 0. Dann ist
V(S) SV I(f)
endlich, da f nur endlich viele Nullstellen hat.
Fall 2: Es ist S = () oder S = {0}. In beiden Féllen gilt V (S) = A!
O

Bemerkung 1.3. Verschiedene Gleichungssysteme kénnen die gleiche Verschwindungsmenge
haben.

Definition 1.4. Fiir k =k, S C k[X1, ..., X,,], V = V () sei

IF € k[Xy, .., X+ f (%1, oy 20) = F (21, xn)}

O(V)=k[V] = {f:V%k V(s ) €V

der affine Koordinatenring von V. Elemente von k [V'] heilen algebraische Funktionen auf V.
Beispiel 1.5. Es sei g € k [X] nicht konstant, V =V (¢g) = { P4, ..., P;}. Dann ist
kE[V] — k4
[ (f (), f (Fa))

ein Isomorphismus von Ringen: Die Abbildung ist nach Definition injektiv und fiir (ay, ..., aq) €
k? sei

d X — P,
;X P+azgﬂ_é

dann ist F'(P;) = a; und somit ist F' ein Urbild von (ay, ..., ay)
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1.1 Grundbegriffe der algebraischen Geometrie

Es sei k = k, Ringe bezeichne kommutative Ringe mit 1 und wir fordern, dass Ringhomomor-
phismen die 1 erhalten.

Bemerkung 1.6. Wir erlauben 0 = 1. In diesem Fall ist a =0Va € R,daa=1-a=0-a=0
und somit R = {0}. Wir brauchen diesen Ring als Koordinatenring von (:

OwW=0V1)=0

Definition 1.7. Fiir einen Ring A, heif}t eine Untergruppe I C A ein Ideal, geschrieben I < A,
falls
Veel,aeA: ax el

Sei V' C A" algebraische Menge. Dann heifit
I(V)y={f€ek]X,...X,] | f(p)=0VP eV}

das Verschwindungsideal von V.
Bemerkung 1.8. Das Verschwindungsideal ist tatséchlich ein Ideal, denn

(i) Falls V. =V (5),S Ck[Xy,...,X,], dann S C I (V).

(ii) Fir f,ge I (V)ist f+ge I(V), denn

(f+9) ) =fP) +9{p) =0
(iii) Fir feI,(V),g € k[X1,...,X,] ist
(9f) () =9()-f(p)=9g()-0=0
und daher g - f € I (V)
Somit ist I (V') ein Ideal.
Lemma 1.9. Sei ¢ : A — B Ringhomomorphismus. Dann ist ker () Ideal von A.
Beweis. Sei a € A, x € ker (). Dann ist
pla-z)=p(a)-p(x)=0
und damit a - © € ker (p) O
Bemerkung 1.10. Sei p: O (A") — O (V) die Restriktion. Dann gilt
1(V) = ker (p)

Satz 1.11. Sei A ein Ring, I < A Ideal. Dann ist die Menge der Nebenklassen

A/l ={a+1|ac A}



mit Addition und Multiplikation

(a+I)+(b+1)=(a+b)+1I
(a+I)-(b+1)=a-b+1

ein Ring und die Projektion

A— A/l
ar—a+1

ist Ringhomomorphismus

Beweis. Wie bei Vektorrdumen oder Gruppen ist die Wohldefiniertheit von +, - zu zeigen. +
geht wie bei Gruppen. Zur Wohldefiniertheit von - :

Behauptung. Sei a + I = a’ + I, dann ist
ab+I=db+1IVbe A
Beweis. Esist a+ 1 =d + 1< a—ad €1 Da I Ideal ist, gilt

b-(a—d')elvVb
&ba—bd €1
sba+1=>bd +1

Korollar 1.12. Se: V C A" algebraische Menge. Dann gilt
OV)=0(A")/1(V)
Beispiel 1.13. Sei f = X?+Y? —1 und k = C. Dann ist
OWV () =kIXY]/(f kIX.Y])
Bemerkung 1.14. Das Korollar gilt auch fiir V = 10. Da I (V) = O (A") und somit
OW)=0(A")/I(V)=0

Satz 1.15 (Homomorphiesatz). Sei ¢ : A — B Ringhomomorphismus mit I = ker (p). Dann
ist

p: A/l —im(p)
ewn Ringisomorphismus.
Beweis. Wie bei Vektorrdumen oder Gruppen O

Definition 1.16. Sei A Ring, S C A Teilmenge. Dann sei

)= 1

SCI<A

Das von S erzeugte Ideal.



Korollar 1.17. Sei S C k[Xy,...,X,,],V =V (S). Dann ist

Beweis. I (V) ist Ideal, das S enthilt. O
Beispiel 1.18. Es sei S = {X - Y} C k[X,Y]. Dann ist

(XY) = XY - k[X,Y]

und
V(XY) = {(z,y) € ¥ | 2y = 0}
={(0,y) €k’ |yek}u{(z,0) €k’ |z €k}
—V(x) —V(¥)
Vereinigung der Koordinatenachsen.
V(Y)
V(X)

Fir [ =1 (V) =I(V (XY)):
Es sei f =37, 500 X'Y7 € I. Dann ist

f0,y) = Z a;;0'y’
$,j>0

:ZaojijOVQEk'

>0

Und damit ag; = 0Vj > 0, da k algebraisch abgeschlossen und damit unendlich ist. Analog ist
aip = 0Vi>0,da f(2,0) =0Vz € k. Und damit f = XY -gmit g =}, ., a;; XYL,
Also I = (XY) -

Beispiel 1.19. Gilt immer (S) = I (V)? Sei S = {X?} C k[X]. Dann ist
(X2) = X2 k[X], V ((X?)) = V = {0} C A!

Und damit
I=1V)={(x)=X" k[X]

Die Gleichungen X2 = 0 und X = 0 definieren die gleiche Verschwindungsmenge.



Definition 1.20. Sei I < A Ideal. Dann heifit

VIi={zeA|In>0:2"el}
das Radikalideal von I. Ein Ideal I heifit reduziert, wenn I = /1.
Lemma 1.21. /T ist ein Ideal.

Beweis. Sei z,y € /1. Dann existieren n,m > 0 mit z”,y™ € I. O.B.d.A sei n > m. Dann ist

(f)' =g frel = efeVIvfeA

el

AuBlerdem ist

n+m
(ZL‘ + y)ner _ Z (n + m) :L,iyn—I—m—i

i=0 !
Fiir 1 > nist 2° € I und fiir i < n ist y"* ¢ € I und damit ist diese Summe in I. Also ist

T+YyE \/7 O
Korollar 1.22. Sei S C k[Xy,..., X,],V =V (S). Dann ist

(S)cI1(V)
Beweis. Sei f € \/(S), f* € (S) C I (V). Dann ist

(f(p)" =0VPeV
und, da k Kérper ist, f (P) =0YP € V und somit f € I (V). O

Bemerkung 1.23. Es gilt sogar \/(S5) = I (V) (Teil des Hilbertschen Nullstellensatzes). Wir
haben bisher £ = k nicht verwendet. Dies ist fiir diese Aussage aber notwendig, denn fiir
X?24+1eR[X]ist V(X?+1)=0und I (V) =R[X] aber \/(X2+1) = (X?*+1)

2 Zariski-Topologie

Definition 2.1. Sei V' C A algebraische Menge. W C V' heifit abgeschlossen, wenn W selbst
algebraische Menge ist. Eine Teilmenge U C V heifit offen, wenn V' \ U abgeschlossen ist.

Satz 2.2. Dies definiert eine Topologie auf V', die Zariski-Topologie
Beweis. Zu zeigen:
(i) 0,V sind offen (< (), V abgeschlossen).

(ii) Der Schnitt zweier offener Mengen ist wieder offen. (< Die Vereinigung zweier abgeschlos-
sener Mengen ist abgeschlossen)

(iii) Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen ist offen (< Der Schnitt von beliebig
vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen)

Beweis:



(i) V=V ({(0),0=V(1)

(11) Sei W1 =V (Sl) s W2 =V (52)
Behauptung. W1 U W, =V (5152), S152 = {fif2 | f1 € S1, fo € Sa}

Beweis. Sei P € Wyalso

f(P)=0Vfes
= (f-9)(P)=f(P)-g(P)=0Vf€S,g€ S5
—

=0

— W1 C V(Slsg)

Analog: Wy C V (5152) und somit W7 U Wy C V (S51.5).
Umgekehrt sei P € V (519,), also (fg) (P) =0Vf € 51,9 € So. Entweder P € W, oder
dfo € S1: fo(P) # 0. Angenommen f; # 0. Dann

(fog) (P) =0 Vg € Sy
= fo(P)g(P)=0 Vg € S,
#0
—g(P)=0 Vg € Sy
— PcW,

— P W, UW,

und somit gilt V' (5152) C W, U Ws

(iii) Sei W, =V (S4), a € I. Dann

- (Us.)

ael

Beispiel 2.3. Eine Teilmenge von A! = k ist
abgeschlossen < ganz A' oder endlich

Die Topologie ist ganz anders als bei metrischen Réumen.

(a) Je zwei nicht-leere offene Mengen haben nicht-leeren Schnitt

(b) Jede unendliche Menge ist dicht.

Definition 2.4. Eine algebraische Menge V' C A™ zusammen mit der Zariski-Topologie heif3t
affine Varietit. Eine offene Teilmenge von V' heifit quasi-affine Varietdt (mit induzierter Topo-
logie von V).

Beispiel 2.5. A?\ {(0,0)} ist offen in A?, also quasi-affine Varietét, ist aber nicht affin.
(XY)
V(XY

Bemerkung 2.6. In der Literatur wird oft zusétzlich gefordert, dass V' irreduzibel ist.
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3 Noethersche Ringe und Moduln

Definition 3.1. Sei A ein Ring, I < A heifit endlich erzeugt, wenn I = (S) fiir ein S C A
endlich. Ein Ring heifit noethersch, wenn jedes Ideal endlich erzeugt ist.

Beispiel 3.2. (i) Sei K ein Korper. Dann hat A = K nur zwei Ideale: (0), K. Denn, falls
x € I mit x # 0, dann ist 1 = 27 - 2 € I und damit / = K. Beide sind endlich erzeugt
und damit ist A noethersch.

(ii) Sei A = Z. Alle Ideale von A haben die Form (n) fiir ein n € Z (gilt bereits fiir Unter-
gruppen). Solche Ideale heilen Hauptideale (von einem Element erzeugt). Ringe, bei denen
jedes Ideal ein Hauptideal ist, heilen Hauptidealringe. Diese sind immer noethersch.

(iii) Sei A = K [X] mit K Korper. Auch dieser Ring ist ein Hauptidealring. Also ist A
noethersch.

Lemma 3.3. Sei f : A — B surjektiver Ringhomomorphismus und A noethersch, dann ist
auch B noethersch.

Beweis. Sei I < B ein Ideal. Dann ist auch f~=! (I) < A ein Ideal. Weil A noethersch ist, gibt es
eine endliche Menge S C A mit (S) = f~! (I). Nun ist I erzeugt von f (.9), weil f surjektiv ist:
Ist b € I, dann existiert ein a € =1 (b) (surjektivitit) und damit

k
a= Zaifh a; €A [ €S
i=1

Dann ist
k k
b=f(a)=f (;alfz) = ;f(a’L)w
f(S)
und damit ist b € (f (59)). O
3.1 Moduln

Néchstest Ziel: Wir wollen zeigen, dass fiir jede algebraische Menge V', der Koordinatenring
O (V') noethersch ist. Dazu brauchen wir Operationen und weitere Kenntnisse fiir noethersche
Ringe. Es hilft, die Sache allgemeiner aufzuziehen und gleich noethersche Moduln zu betrachten.

Definition 3.4. Sei A ein Ring. Ein A-Modul M ist eine abelsche Gruppe (M, +) zusammen
mit einer Skalarmultiplikation

AxXM — M
(a,z) —a-x

sodass fiir alle a,b € A, z,y € M gilt:
() a(e+y) = az+ay

(i) (a+b)z=azr+bx



(i)
(iv)

a-(b-z)=(a-b)-x

l-z==x

Seien M, N A-Moduln. Eine Abbildung f : M — N heifit Modulhomomorphismus, falls f ein
Gruppenhomomorphismus abelscher Gruppen ist und zuséatzlich fiir alle a € A,z € M gilt

fla-

x) =a- f(z) (A-linearitdt).

Beispiel 3.5. (i) Sei A = K Korper. Ein A-Modul ist das Gleiche wie ein K-Vektorraum.

(i)

(iii)

Modulhomomorphismen sind die linearen Abbildungen von Vektorraumen.

Sei A = Z. Ein Z-Modul ist das gleiche wie eine abelsche Gruppe. Modulhomomorphis-
men sind genau die Abbildungen von abelschen Gruppen. Genauer: Die Kategorie der
abelschen Gruppen ist isomorph zur Kategorie der Z-Moduln.

Sei M Z-Modul, dann ist nach Definition (M, +) abelsche Gruppe. Jeder Modulhomo-
morphismus ist Abbildung abelscher Gruppen. Fiir die Gegenrichtung sei (M, +) abelsche
Gruppe. Wir definieren

l-x=ux Ve e M
n-x=Mn-1)-z+r=x+..+zx Vn>0,reM
1
n-r=-—(-n)-x Vn <0,z e M

Dies ist Z-Modul, denn nach Induktion ist z.B.
n-(x+y)=m-1)(x+y)+@+y)=nm—-1z+n-1y+axz+y=nz+ny

Sei K ein Korper. Ein K [X]-Modul ist das selbe wie ein K-Vektorraum V' zusammen mit
einem Endomorphismus V' % V.

Beweis. Sei V' ein K [X]-Modul. Durch Einschranken der Skalarmultiplikation auf K
erhélt man V' als K-Vektorraum. Die Multiplikation mit X ist eine K-lineare Abbildung
V5V
X-w+w)=X-v+X w Yo, weV
X-(Av)=(X-)N)-v=X\(Xv) Ve KveV

Umgekehrt, wenn V' ein K-Vektorraum ist mit Endomorphismus ¢ : V' — V. definiere

(Zain) -v::Zaigoi(v) Vn>0,a;, € K,veV

=1 =1

]

Beobachtung 3.6. Sitze iiber Vektorrdume mit Endomorphismen (z.B. Jordan Normalform)
sind Sétze iiber K [X]-Moduln.

Beispiel 3.7. Betrachte A2

(1)

Sei V4 = {(0,0)}. Dann ist I (V) = (X,Y).
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(ii) Fiir V/ = {(0,1)} ist I (V) = (X — 1, Y).

(iii) Fiir Vo = {(0,0),(1,0)} ist I (Vo) = /(X2 — X, XY, XY — Y, Y?).
Die Grundlegende Theorie der Moduln iiber A funktioniert wie bei Vektorrdumen:
e linear (un)abhéngig
e Erzeugendensystem
e Direkte Summen
e Untermoduln
e (Quotientenmoduln

Definition 3.8. Ein Modul heifit endlich erzeugt, wenn er ein endliches Erzeugendensystem
hat.

Beispiel 3.9. (i) A ist ein A-Modul fiir jeden Ring A. Die Untermoduln sind genau die
Ideale.

(ii) Ist ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus, wird damit B zu einem A-Modul vermoge
a-b=¢p(a)-b.

Definition 3.10. Sei M ein A-Modul. Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem heifit Basis.
M heiflt frei wenn er eine Basis hat. Die Méachtigkeit der Basis heifit Rang. Das ist wohldefiniert.

Beispiel 3.11. (i) Ist A ein Korper, so sind alle A-Moduln frei (Basisexistenzsatz) und
Rang=Dimension.

(ii) Sei A =7, M = 7Z/27. Dieser Modul ist nicht frei, denn fiir alle z € M gilt 2z = 0.
(iii) A% := A @ A ist frei von Rang 2 mit der Basis {(0,1),(0,1)}. {(1,-1),(1,1)} ist Basis

genau dann, wenn 2 in A invertierbar ist.

Bemerkung 3.12. Wie in der linearen Algebra sind Kern und Bild eines Modulhomomorphis-
mus wieder Untermoduln. Ist N C M ein Untermodul, dann ist M /N der Modul mit induzierter
Skalarmultiplikation. Speziell, wenn M = A Ring, dann ist N C A Ideal und M/N = A/N der
Quotientenring.

Satz 3.13 (Homomorphiesatz, Isomorphiesitze). (i) Sei f : M — N ein Modulhomomor-
phismus. Dann ist die induzierte Abbildung f : M/ker (f) — im (f) ein Modulisomorphis-
mus.

(i1) Sind N,N' C M Untermoduln, so ist (N + N') /N = N'/ (N N N') ein kanonischer Iso-
morphismus.

(i1i) Sind N' C N C M Untermoduln, so ist (M/N')/(N/N') = M/N ein kanonischer Iso-
morphismus.
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Beweis. In der Algebra zeigt man diese Aussage fiir abelsche Gruppen, in der linearen Algebra
fiir Vektorrdaume. Die Vertréglichkeit der Skalarmultiplikation ist leicht zu priifen. Beispielhaft
fiir (i7): Betrachte den Modulhomomorphismus

f:N - (N+N)— (N+N")/N
Der Kern von f ist
{reN|z+N=0+N}={zeN|zeN}=N'NN

Nach (i) erhalten wir f : N’/ (NN N) — im (f) einen Isomorphismus. Wir zeigen die Sur-
jektivitdt von f. Ein n € (N + N’) /N hat die Form

r + @ +N=2+N=f(a)

EN EN’

also ist f surjektiv O

3.2 Noethersche Moduln

Definition 3.14. Sei A ein Ring. Ein A-Modul M heif$t noethersch, wenn jede Kette
My C My, CM;C...C M

von Untermoduln M; stationdr wird, d.h.
In>0: M;=DM; 1 Vi>n

Lemma 3.15. Ein Modul ist genau dann noethersch, wenn jeder Untermodul endlich erzeugt

15t.

Beweis. Angenommen N C M ist nicht endlich erzeugt. Wir finden induktiv z1, xo, ... € N mit
(T1) © (21, 22) & (71,20, 73) S ...

Sei dazu 0 # x; € N beliebig. Seien 1, ...,x, € N gewéhlt. Da N/ (x1,...,x,) # 0, denn N ist
nicht endlich erzeugt, existiert ein z,,; € N, sodass

Tpi1 + (X1, ooy Tn) £ 0+ (21, .00, T4)

Somit folgt aus nicht-endlich erzeugt nicht-Kettenbedingung, also folgt aus der Kettenbedin-
gung, dass jeder Untermodul endlich erzeugt ist. Umgekehrt sei Ny C Ny, C N3 C ... eine
Kette von Untermoduln. Betrachte den Untermoduln N = J;Z, N;. Angenommen alle Unter-
moduln von M sind endlich erzeugt, so ist auch N endlich erzeugt, also N = (ny,...,n,). Da
n; € Ui, NV; fiir alle 1 < j < 7 gibt es ein 4; mit n; € N;,. Sei n == max {iy,...,4,}. Dann ist
ni,...,n, € N, und somit N,, = N. Also ist N; = N Vi >n O

Bemerkung 3.16. Ein Ring A ist noethersch genau dann, wenn A als A-Modul noethersch
ist.
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Definition 3.17. Eine (endliche oder unendliche) Folge
MO N, BN, N,
von Modulhomomorphismen heiflt exakt, falls fiir alle 1 <7 < n
im (f;) = ker (fiy1)

Beispiel 3.18. (i) 0 - V; EN Ny ist exakt genau dann, wenn f injektiv ist: Bild der Nul-
labbildung ist der Nulluntermodul von Ny, also € 0 = 0 = ker (f),

(i) My 2% M, — 0 ist exakt genau dann, wenn g surjektiv ist: Kern der Nullabbildung ist
ganz My, also ist die Folge exakt genau dann, wenn im (g) = ker (0) = M.

(i) 0 — M, EN My 2 Ms — 0 ist exakt, wenn f injektiv, ¢ surjektiv und ker (g) = im (f) =
M ist. Eine solche Folge heifit kurze exakte Sequenz
Definition 3.19. Ein Diagramm von A-Modulhomomorphismen

M1L>M2

o IE

N1 —_— N2
f2

heilt kommutativ, wenn f; 0 g3 = g2 0 fo

Lemma 3.20.
O—>M1L>M21>M3—>O

sei exakte Sequenz von A-Moduln. Dann ist My noethersch genau dann, wenn My, und M,
noethersch sind.

Beweis. Sei My noethersch.

Behauptung. M ist noethersch.

Beweis. Mj ist Untermodul von Ms. Jeder Untermodul von Mj ist also auch Untermodul von
M,. Da Mj noethersch ist, sind diese endlich erzeugt. Also ist auch M; noethersch.

Behauptung. Ms ist noethersch.
Beweis. Sei w: My — Mj die Surjektion. Gegeben sei

Ny C Ny, C ...
eine Folge von Untermoduln von Mj3. Dann ist

(V) Ca (V) C .
eine Folge von Untermoduln von Ms. Da M, noethersch ist, wird diese Folge stationér. Da
N; =71 (N;) /M,

nach dem Homomorphiesatz wird auch die Folge

Ny C Ny, C ...

stationdr. Somit ist M3 noethersch.
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Seien nun andersherum M, M3 noethersche Moduln. Sei
X1 C X, C ..
Folge von Untermoduln von M,. Jedes X; hat eine kurze exakte Sequenz
0=>X;NM; —- X, —>7(X;) =0

Die Folge der X;NM; wird stationér, da M; noethersch ist. Die Folge der 7 (X;) wird stationér,
da M3 noethersch ist. Fiir ¢ grof§ genug gilt daher

0 —— Xz'+1 N M1 E— Xi+1 E— 7T(Xi+1> — 0

o

0—>X7JﬂM1 >Xz )W(XZ)—>0

Behauptung. ¢ : X; — X, ist surjektiv.

Beweis. Sei x € X;11. Da 7 (X;) — 7 (X;41) Isomorphismus ist, gibt es ein Urbild Z von 7 (x)
und, da X; — 7 (X;) surjektiv ist, ein Urbild 2’ von Z. Da 7 (z — ¢ (2')) = 0 und die obere
Folge exakt ist, gibt es ein Urbild y von z — ¢ (/). Da X; N M; — X;,1 N M; Isomorphismus
ist, gibt es ein Urbild ¢y davon.

Xi1 N M, > Xir1 > T (Xig1)
yr— x—pa) x — 7 (x)
T T
Y ¥ —

Xi N My > X, > 7 (X;)

Dann ist 2’ +¢" Urbild von x unter ¢, denn

@' +y)=p@)+ o) =2
(@)
z—p(x

Also ist ¢ surjektiv und somit wird die Folge der X; stationér. O
Korollar 3.21. Sei A noetherscher Ring, M endlich erzeugter A-Modul, dann ist M noethersch.
Beweis. A ist noethersch als Modul iiber sich selbst. Per Induktion ist A" .= A®" =A@ ... A

—_——

n mal

noethersch: (

0 A“EY gg gt @O7P yn1 g

ist exakte Sequenz und somit ist nach Lemma A" noethersch. Seien x4, ..., x, € M Erzeuger
von M, dann ist

A" > M

(a1,...,a;) = ayz1 + ... + a,x,
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surjektiv, da x; Erzeuger sind. Dann ist
0—ker(p) > A" = M —0

kurze Exakte Sequenz. Da A" noethersch ist, ist nach Lemma [3.20| also auch M noethersch. [
Satz 3.22 (Hilberts Basissatz). Sei A noetherscher Ring, dann ist A[X] auch noethersch.

Beweis. Sei I < A[X] ein Ideal. Wir suchen endlich viele Erzeuger von I. Falls A = K Korper
ist, dann ist K [X] Hauptidealring, wegen Polynomdivision, und damit noethersch. Fiir jedes
n > 0sel I, C 1 C A[X] die Menge der Polynome in I von Grad hochstens n. Dies ist ein
A-Modul. Es sei

J,={acA|FPel,: P=aX"+ ..}

das Leitkoeffizientenideal. Dies ist Ideal von A. Des weiteren ist, da X - I,, C I,,11, J,, C Jpi1.
Da A noethersch ist, wird die Folge

J0§J1§J2§J3§

stationdr. Sei d so, dass J, = Jy fiir alle n > d. Wihle fiir n < d A-Erzeuger a\", ..., a!" € J,.
Weiter sei Pj(n) € I,, mit Pj(") = agn)X” + ...

Behauptung. Die Pj(n), fir n <d, j € {1,...,7,} erzeugen I.

Beweis. Sei () = bX™ + ... € I. Per Induktion nach m: Fiir m < d existieren cq, ..., ¢,

(m)
Q - sz Cz‘ﬂ(m)
i=1

von Grad kleiner als @). Per Induktionsannahme ist dies von den Pj(n) erzeugt und somit auch

Q. Sei nun m > d, dann gibt es ¢y, ...,¢;, € Amit b= ¢, c;ial®

1= %

€ A,

m

sodass b= >_"" ¢;a;". Dann ist

) und somit hat
rd

Q o Z Cixmfdpi(d)
i=1

kleineren Grad und somit ist () nach Induktion von den Pj(") erzeugt.
Korollar 3.23. Sei A =7 oder A=K Korper, dann ist A[X;, ..., X,,| noethersch.
Beweis. Per Induktion, da A[X7, ..., X,)] = A[X1] [Xa] ... [X.]. O

Definition 3.24. Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus. B heifit endlich erzeugte A-
Algebra, falls by, ..., b, € B existieren, sodass sich jedes Element in B schreiben lésst als

b= ZSO(%) b’f b
fir i = (i1, ...,4,) € Nj. Mit anderen Worte, es gibt eine Surjektion
Xi}—)bi

FrAX,. . X] 5B

die ¢ erweitert.
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Korollar 3.25. Sei A noethersch, B endlich erzeugte A-Algebra, dann ist auch B noethersch.
Beweis. Folgt aus dem Hilbertschen Basissatz und dem Lemma [3.20 [

Korollar 3.26. Sei k = k,V C A} algebraische Menge. Dann ist O (V') noethersch. Jede
algebraische Menge wird durch endlich viele Gleichungen definiert, ist also Schnitt von endlich
vielen Hyperflichen.

Beweis. Es ist O (V) = k[Xq, ..., X,,] /1 (V) endlich erzeugte k-Algebra und somit noethersch.
Somit ist

L(V)={f1, [r)
AuBlerdem gilt

V=VIW) =V (frnd) =V (£

0
Lemma 3.27. V =V (I (V)) fir V' algebraisch.
Beweis. V ist algebraische Menge. Also ist V = V (S),S C I (V) und somit V = V (S) D
V(I(V)). Sei P eV, dannist f (P) =0Vf € I (V) und damit P € V (I (V) O

4 Hilbertscher Nullstellensatz

Ziel: Korrespondenz von Varietiten und Idealen

VAS Ck[Xy,.... Xy} = {V CA"}

I {VCA"} - {SCEk[Xy,.., X,]}
Nach Lemma ist V(I (V)) =V fiir V algebraische Menge. Aufierdem ist I (V (.S)) 2 /(S)
nach [[.22

Satz 4.1 (Hilbertscher Nullstellensatz). Sei k = k. Fiir jede Teilmenge S C k[X1, ..., X, gilt
I (V(S)) = V/S. Insbesondere erhalten wir eine Bijektion

{reduzierte Ideale in k[X1, ..., X,,]} <> {abgeschlossene Teilmengen von A"}
Denn I (V (1)) =1 wenn I reduziert ist.

4.1 Maximale Ideale

Definition 4.2. Sei A ein Ring, I < A ein Ideal, so heifit I mazimal, wenn es maximal in der
teilgeordneten Menge der echten Ideale von A ist. Das heifit, wenn A # [ und fiir alle J < A
mit [ C J C A gilt, dass entweder J = I oder J = A.

Beispiel 4.3. Sei P € A", dann ist
I(P)=1({P})={feO(A") | f(P)=0}

maximales Ideal, denn fiir / (P) C J C A= O(A"), wenn f € J\ I(P), dann f (P) # 0. Fur
f'=f—f(P)giltdann f' € I (P). Da J ein Ideal ist und f, f' € Jist f' — f € J. Also ist
—

0£f(P)ek
1=f(P)" f(P) e Jund damit J = O (A"
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Lemma 4.4. Sei A ein Ring, I < A ein Ideal, dann ist I maximal genau dann, wenn A/I ein
Korper ist.

Beweis. Betrachte die Surjektion 7 : A — A/I. Es ist I # A genau dann, wenn 0 # 1 in A/I.
Sei zunichst [ maximal, 0 # f = f+1¢€ A/l also f ¢ [. Dal C 7! (<7>) C A ideal ist, gilt
entweder [ = 77! ((f)) oder 77! ((f)) = A. Im ersten Fall folgt f € 7=! ((f)) = I und damit
f =0 im Widerspruch zur Annahme. Im Fall 7! (<?>) = Aist dann (f) + I = A und somit

l=g-f+ifireiniel, g€ A Somit ist

L=m(g) - 7(f)=mn(9)f
und damit ist 7 (g) ein Inverses zu f. Also ist A/I ein Korper. Sei umgekehrt A/ ein Korper.
Seil CJC A DalCJgiltJ=na"'(x(J)). Somit ist

0=n(I)Cr(])C AT
und 7 (J) ein Ideal. Da es in einem Korper nur zwei Ideale, (0) und den Korper selbst, gibt, ist
entweder 7 (J) = 0 und damit J = I oder 7 (J) = A/I und damit J = A. O
Beispiel 4.5. Sei P € A" ein Punkt, dann ist O (A") /I (P) = O (P) = k. Dies ist ein Koérper
und damit ist [ (P) maximal. Ist P = (ay,...,a,) € k™, so liegen die Funktionen X; — a; in
I (P). Tatséchlich gilt I (P) = (X1 —aq, ..., X, — ay)
Satz 4.6 (Schwacher Nullstellensatz). Sei k = k, A := O (A"). Die maximalen Ideale von A
sind von der Form (Xy — aq, ..., X,, — a,). (Beweis in

Beispiel 4.7. Sei n = 1. Alle Ideale von k [X] sind die Hauptideale, also von der Form (f) fiir
ein f € k[X]. Maximale Ideale sind genau die, wo f irreduzibel ist. Wenn k = k, dann sind die
irreduziblen Polynome linear.

X241 = (X —i) (X +1i)
ist reduzibel in C [X], X — ¢ ist irreduzibel.
Beweis von[{.1] aus [4.0,
Behauptung. 1(V (J)) =+/J.

Beweis. Nach gilt 1(V (J)) 2 v/J. Zu zeigen ist somit nur noch I(V (J)) € +/J. Sei
dazu J = (f1,..., fm), g € 1(V (J)) und sei X, weitere Unbestimmte. Betrachte das Ideal
J ={f1,. fm, Xo-g— 1) <k [Xy, ..., Xp,]. Angenommen J' # k[Xo, ..., X,,].

Behauptung. J' ist in einem maximalen Ideal Jj, enthalten.

Beweis. Falls J' nicht maximal ist, existiert ein groferes Ideal, wenn dieses nicht maximal ist,
existiert noch ein gréfleres und so weiter. Somit erhalten wir eine aufsteigende Folge und diese
wird stationér. Somit ist das stabile Ideal das gesuchte J},.

Nach Satz[4.0]existiert P’ = (ag, ay, ..., a,) € V (J};). Setze P = (ay, ..., a,). Dannist f; (P) =0
fir1 <j<n.Dagel(V(J))istg(P)=0.Dies ist ein Widerspruch zu 1 — aog (P) = 0 und
somit ist J' = k [Xy, ..., X,,]. Damit gibt es hq, ..., h,, mit

L="hifi+ ..+ hofm + ho(Xog — 1)

in kX, ..., X,,] Ersetze Xy durch % und multipliziere mit hoher Potenz von ¢g. Dann ist

gV =W i+ AR fmE T
in k[X1,..., X,] und damit g € v/J.
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4.2 Irreduzible Mengen

Definition 4.8. Ein topologischer Raum Y heifit irreduzibel, wenn Y # 0 und Y # Y; UY fiir
Y; C Y abgeschlossen.

Beispiel 4.9. (i) R mit der gewohnlichen Topologie ist reduzibel, denn

R = RSO URZO

(i) A! mit der Zariski-Topologie ist irreduzibel.
(iii) Einelementige algebraische Mengen sind irreduzibel.
(iv) V(X1 X2) =V (X1) UV (X3) C A? ist reduzibel.

Definition 4.10. Sei A ein Ring, I < A ein Ideal. I heit Primideal, wenn I # A und fiir
a,be Amit a-bel folgt a el oderbe I.

Beispiel 4.11. Sei I = (n) <Z Primideal fiir n € N. Da [ # Z ist n # 1. Fiir alle a,b € Z gilt

a-be(nyenla-b = aec(n) Vben <nlaV nlb

Primideal

Dies ist genau die Bedingung fiir n irreduzibel.
Bemerkung 4.12. Primideale sind immer reduziert.
Satz 4.13. Eine affine Varietit V ist irreduzibel genau dann, wenn I (V') ein Primideal ist.

Beweis. Sei Y irreduzibel, f,g € O (A") und f-g e I(Y), Es ist
YCV(HuVig)
und damit
Y=WV({HnY)u(V(g)ny)

Da Y irreduzibel ist, sei 0.B.d.AY =V (f)NY und damit Y C V (f), also f € I (V). Somit
ist 7 (Y) ein Primideal. Umgekehrt sei J = I (V) ein Primideal und sei V (J) = Y; U Y, mit
Y1, Y, abgeschlossen. Dann ist

J=I(Y,UY) = 1(¥y) N 1(Y)
Angenommen I (Y;) # J # I(Y;) und somit gibt es ein f; € 1(Y;) \ J fir ¢ € {1,2} und
= J.

fi-foel(Y1)NI(Ys) Da J Primideal ist, gilt f; € J oder f, € J im Widerspruch zur
Wahl von f; und f,. Somit ist J = I (Y1) oder J = I (Y3). Sei 0.B.d.A J=1(Y;). Da

Y=V ({())
=V (I (1))
=Y Lemma
und somit ist Y irreduzibel. O]
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Bemerkung 4.14. Wir haben Bijektionen

{reduzierte Ideale} +—— {affine Varietiiten}
{Primideale} +—— {irreduzible affine Varietiiten}

{maximale Ideale} +— {Punkte}

Lemma 4.15. Sei A ein Ring, I < A. Dann ist I ein Primideal genau dann, wenn A/l null-
teilerfrei ist und 0 # 1.

Beweis. Sei I ein Primideal. Wegen I # A gilt 0 # 1in A/I. Sei @ = a+ I und b=0b+1¢€ A/l
mit @ -b = 0. Dann gilt a - b+ I = 0+ [. Dies ist dquivalent zu a - b € I. Da I Primideal ist,
folgt a € I oder b € I beziehungsweise @ = 0 oder b = 0. Umkehrung ist analog. [

Korollar 4.16. Maximale Ideale sind Primideale

Beweis. Nach Lemma ist A/I ein Kérper fiir I maximales Ideal von A. Somit ist A/l
nullteilerfrei und damit, nach Lemma ist I Primideal. O

Beispiel 4.17. A™ ist irreduzibel, denn k[Xj, ..., X,] ist nullteilerfrei. Ist f € k[Xq,..., X,
irreduzibel, dann ist V' (f) irreduzibel.

Definition 4.18. Ein topologischer Raum heifit noethersch, wenn jede Folge von abgeschlos-
senen Teilmengen
Yi2Y,0 ..

stabil wird.

Beispiel 4.19. Affine Varietéten sind noethersch, denn Ketten von abgeschlossenen Mengen
entsprechen Ketten von Idealen nach Hilbertschem Nullstellensatz.

Lemma 4.20. Sei Y ein noetherscher topologischer Raum und X CY offen, dann ist auch X
ein noetherscher topologischer Raum.

&weis. Sei X; DO X, D ... eine Folge von abgeschlossenen Teilmengen von X. Dann ist X, D
Xy 2 ... eine Folge abgeschlossener Teilmengen von Y. Da Y noethersch ist, wird diese Folge
stabil. Da gilt X; = X; N X wird auch die Folge der X; stabil und somit ist X noethersch. [J

Satz 4.21. Sei X ein noetherscher topologischer Raum. Jede abgeschlossene Teilmenge Y ist
Vereinigung von endlich vielen irreduziblen Teilmengen

Beweis. Angenommen Y ist nicht irreduzibel ist, also Y = YoUY; mit Y, Y; C Y. Falls 0.B.d.A
Yy nicht irreduzibel ist, sei Yy = Yyo U Yo mit Yyo, Yo1 © Yy abgeschlossen und so weiter. Wenn
dieser Prozess nicht endet, dann existiert eine Kette von abgeschlossenen Teilmengen, die nicht
stabil wird

Y22 Y2

im Widerspruch dazu, dass X noethersch ist. [

Definition 4.22. Sei Y eine affine Varietét. Eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge Y’ C Y
heif3t irreduzible Komponente, wenn fiir jede irreduzible abgeschlossene Teilmenge Y mit Y’ C
Y'CY gt Y =Y.
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Korollar 4.23 (Zerlegung in irreduzible Komponenten). Sei Y affine Varietit, dann hat Y
endlich viele irreduzible Komponenten Y; fir 1 <i<r undes gilt Y =Y, U...UY,

Beweis. Sei Y =Y U...UY,, die Zerlegung aus Satz mit minimalem m.
Behauptung. Sei Y’ CY irreduzibel, dann ist Y’ C Y] fiir ein 7.

Beweis. Betrachte Y/ =Y,NY’ Esgilt Y/ =Y/UY;U..UY,. Da Y’ irreduzibel ist, ist Y =Y/
fiir ein ¢ und damit Y/ =Y/ =Y, NY’' CY;

Behauptung. Jede irreduzible Komponente von Y ist gleich einem Y;.

Beweis. Sei Y’ irreduzible Komponente. Nach vorheriger Behauptung gilt Y’ C Y; fiir ein 4 und
somit, da Y irreduzible Komponente ist, Y; = Y’

Behauptung. Y1, ..., Y, sind genau die irreduziblen Komponenten von Y

Beweis. O.B.d.A betrachte Y;. Wenn Y’ C Y irreduzibel ist mit Y; C Y’, dann gilt nach
vorheriger Behauptung Y’ C Y fiir ein 7. Nach Minimalitét gilt ¢ = 1 und somit ist Y; irreduzible
Komponente.

O
Definition 4.24. Sei X ein topologischer Raum. Die Dimension von X ist
dimX =sup{n e Ny | 3IX, C ... € X,, : X; C X irreduzibel}

Beispiel 4.25. (i) X = {P}, dann ist dim X = 0, denn die einzige irreduzible Teilmenge ist
X selbst.

(ii) X = A! hat Dimension 1. Die Ketten haben die Form {P} C A! fiir jedes P € A'.
(iii) Sei V (XY, XZ) C A3. Es gilt

V=A{(z,y,2) |2y =0, zz = 0}
={(0,y, 2) |y,z€k}lu{(x,0,0) | z € k}

Vv Vv
A2 =Al

und somit ist dimV > 2

Lemma 4.26. Die Dimension von X ist gleich der Krulldimension von k[X], d.h. der maxi-
malen Ldnge einer echten Kette von Primidealen.

Beweis. Nach Hilbertschem Nullstellensatz [4.1] O

Bemerkung 4.27. Sogar in noetherschen Ringen muss die Krulldimension nicht endlich sein.
Einige Eigenschaften der Dimension sind klar:

(i) Y € W abgeschlossene Teilmenge, dann ist dimY < dim W, weil jede Kette von Y auch
Kette von W ist.

(ii) dimA™ > n, denn A" D V (X;) 2 V (X3, Xs) 2 ... hat Lénge n

Bemerkung 4.28. Tatséchlich gilt dim A™ = n was wir erst spéter zeigen konnen. Ist £ = C,
so tragt jede Zariski-abgeschlossene Menge auch die gewohnliche Topologie induziert von C"
und die Dimension stimmt iiberein mit der von uns gegebenen.
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5 Offene iiberdeckungen

Definition 5.1. Sei V' affine Varietét. Teilmengen der Form U; :== V' \ V (f) fir f € O (V)
heiflen standardoffen.

Bemerkung 5.2. Wir haben bisher nur V (f) C A" definiert fir f € k[X,..., X,;]. In der
Definition ist aber f € O(V) = k[Xy,...,X,] /I (V). Der Unterschied ist harmlos, es gibt

weiterhin immer ein Urbild f € k [ X1, ..., X;,] und egal welches wir wihlen V (f) =V (f) NnV.
Anders gesagt

V() ={pPeV][(P)=0}
Up={PeV|[f(P)#0}

Lemma 5.3. Sei V' affine Varietit, U CV offen. Dann ist U Vereinigung von standardoffenen
Mengen. Insbesondere sind die standardoffenen Mengen eine Basis der Topologie.

Beweis. Sei U =V \ Z mit Z =V (S) fiir ein S C O (V), also

=V =v=v\vE)=Jv\vinmn=Uu

fes fes fes
]

Bemerkung 5.4. Tatséchlich kann S im Beweis endlich gewéhlt werden. Da O (V') noethersch
ist, wird jede abgeschlossene Teilmenge Z wird von endlich vielen Gleichungen gegeben.

Lemma 5.5. Sei Y noetherscher topologischer Raum, {U;},., eine offene iiberdeckung, also
Uy CY offen und Y = J,c; Ui, dann existiert eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. es gibt
endlich viele i1,...,9, € I mit Y =U;; U...UU,, .

Bemerkung 5.6. Topologische Rédume mit dieser Eigenschaft heilen quasikompakt (manchmal
auch kompakt). Ein topologischer Raum heifit kompakt, wenn er quasikompakt und Hausdorffsch
ist. Da Varietdten fast nie Hausdorffsch sind, interessieren wir uns fiir Quasikompaktheit

Beweis. Angenommen {U;} hat keine endliche Teiliiberdeckung, dann konstruiere eine Folge
Uy; fir j € N, sodass fiir U, = (U, Ui, gilt

U, CU, S U, C ...

13 =

Wiéhle nédmlich i1 beliebig. Da Y nicht von U;, iiberdeckt wird, existiert P € Y \ U;,. Da {U;}
iiberdeckung von Y ist, existiert io mit P € U;,. Da U;; U U;, keine iiberdeckung ist, existiert
Q€Y mit Q€Y \ (U;, UUs,) und ein i3 mit @ € Uy, und so weiter. Komplementér zur Folge
Ui, gibt es nun die Folge

70272 732

von abgeschlossenen Mengen, im Widerspruch dazu, dass Y noethersch ist. [
Korollar 5.7. quasi-affine Varietditen sind quasi-kompakt

Beweis. Affine varietéten sind noethersch und nach Lemma [4.20] auch offene Teilmengen darin,
also quasi-affine Varietédten. O]
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6 Lokale Ringe und Lokalisierung

6.1 Der irreduzible Fall
Definition 6.1. Sei A ein nullteilerfreier Ring, dann heif3t

Q) ={

aeA,seA\{O}}

Quotientenkorper von A. Dabei ist ¢ die dquivalenzklasse des Paares (a,s) € A x (A\0)
beziiglich der dquivalenzrelation

(a,s) ~ (d',s") & s'a=sd
fir alle a,a’ € A,s,s" € A\ {0}. Die Addition und Multiplikation ist die von Briichen.
Beispiel 6.2. Q(Z) =Q

Definition 6.3. Sei V' eine irreduzible affine Varietit, dann heif3t

Funktionenkérper von V. Die Elemente von k (V') heiflen rationale Funktionen auf V. Sei P € V|

f € k(V), dann heiflt f reguldr an P, falls f = ¥ mit h(P) # 0. In diesem Fall setzen wir

f(P)= % € k, andernfalls f (P) := oo. Der Ring

Ovp=0p={f€k(V) | fist regulér an P}
heifit lokaler Ring von V an P.
Bemerkung 6.4. Es ist leicht zu sehen, dass f (P) wohldefiniert ist.
Definition 6.5. Ein Ring heifit lokal, wenn er genau ein maximales Ideal enthélt.

Lemma 6.6. Sei V' irreduzible Varietit, P € V, dann ist Op lokal mit mazximalem Ideal

mp={f€0p|f(P)=0}

Beweis. Betrachte die Auswertungsabbildung

ev:0p — k

[ f(P)

dies ist ein Epimorphismus von Ringen, da k C k[V] C Op. Nach dem Homomorphiesatz gilt
Op/ker (ev) = k und ker (ev) = mp. Als Kern eines Ringhomomorphismus ist m,, ein Ideal und
nach Lemma [£.4] ist dieses maximal.

Behauptung. Jedes Element in Op \ mp ist invertierbar

Beweis. Sei f = ¢ € Op \ mp mit h(P) # 0. Nach Voraussetzung gilt g (P) # 0. Dann ist g
das Inverse zu f.

Behauptung. Jedes echte Ideal von Op ist in mp enthalten.
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Beweis. Sei I C Op ein Ideal. Dann enthélt I keine invertierbaren Elemente. Also ist

[ﬂ(Op\mp):®<:>I§mp

Wir haben mit bewiesen

Lemma 6.7. Sei A ein Ring, m< A Ideal, dann ist A lokal genau dann, wenn A\ m = A* die
Menge der invertierbaren Elemente ist.

Definition 6.8. Sei V' C A" quasi-affin und irreduzibel Wir setzen
OWV)=(\O0rCk(W), W=V
pPev

den Ring der algebraischen Funktionen auf V

Bemerkung 6.9. Wir miissten jetzt eigentlich zeigen, dass fiir affine Varietéten diese Definition
mit der vorherigen iibereinstimmt. Dies beweisen wir in einem allgemeineren Kontext: ohne die
Voraussetzung, dass V' irreduzibel ist. Zunéchst unterscheiden wir O (V) = (po, Op und
EV]=k[X1,.., X, /T (V)

6.2 Lokalisierung von Moduln

Wir wollen mit Briichen “* rechnen, wobei m € M, s € R mit M R-Modul, mit Rechenregeln

m ! s'm 4+ sm’
St s
S S 58

a m am

s s ss’

fir a,s,s € R,m,m' € M

Definition 6.10. Sei A ein Ring. Eine Teilmenge S C A heifit multiplikativ, wenn 1 € S, 0 ¢ S
und wenn S abgeschlossen ist unter Multiplikation (d.h. s, € S = s-§ € 9).

Beispiel 6.11. (i) Sei f € A, dann ist
S={1f 1.}
genau dann multiplikativ, wenn f nicht nilpotent ist (d.h.#n € N : f* = 0)
(i) Sei p C A Primideal, dann ist S, = A\ p multiplikativ.

(iii) Sei A ein Ring und S die Menge aller Elemente, die nicht Null und keine Nullteiler sind,
dann ist S multiplikativ. Falls A nullteilerfrei ist, gilt S = A\ {0}

Lemma 6.12. Sei V' irreduzible affine Varietit, f € k (V') und sei
U={P eV | [ regulir in P}

dann ist U offen
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Beweis. Sei

_ 9
=21

U= |J Un Uy=V\V(h), V(h)={P eV |h(P)=0}
(g,h)el
Somit ist U C V offen. O

I = {(g,h) € k[V])?

dann ist

Korollar 6.13. Sei V' quasi-affin und irreduzibel, P € V', dann ist
op= |J O()
PeUCV

Definition 6.14. Sei A Ring, S C A multiplikatives System und M A-Modul. Auf M x S sei
die Relation
(m,s) ~(m',s") & FteS: ts'm=tsm

definiert. Wir schreiben ™ fiir die dquivalenzklasse von (m, s). Dann heifit

STIM = {@

S

mGM,SES}

die Lokalisierung von M an S. Wenn f € A nicht nilpotent ist, schreiben wir
My = SJZlM, Sy = {1,f, f2,...}
Fiir ein Primideal p C A schreiben wird
M, =S, 'M
Lemma 6.15. Sei A C S, A Ring, S multiplikativ und M A-Modul, dann ist
(i) ~ eine dquivalenzrelation.
(ii) S™*M mit der Addition von Briichen eine abelsche Gruppe.
(iii) ST*A ein Ring mit Addition und Multiplikation von Briichen, sodass

A— S7TA

|_>a
a f—
1

ein Ringhomomorphismus ist.
(iv) STYM mit der Multiplikation von Briichen ist ein S~ A-Modul.

Beweis. (i) Symmetrie, Reflexivitét ist klar. Zur Transitivitét, sei (m, s) ~ (m/, s') ~ (m”, s"),
dann gibt es nach Definition ¢,¢’ € S, sodass

ts'm = tsm/, t's"m' = t's'm”

und damit
tt's's"m = t's" (tsm') = ts (t's'm”) = tt's'sm”

womit (m, s) ~ (m”,s").
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.o . / / . — . .
(i) Sei @ == 2 = in S~'M, also ums’ = um's, vnt’ = vn't fir u,v € S. Dann gilt nach

Definition
mon_ tm+sn  s't'uv (tm + sn)
S t st N uvtt'ss’
m’ N n'  tm' +sn stuw (t'm' +s'n’)
s’ r s't! N uvtt'ss’
Zu zeigen: p = q.
us'm B usm’ . s't'uvtm B stuvt’m’
ss'u ss'u wvtt'ss'  uvtt'ss’
vt'n B vtn’ s't'uvsn B stuvs'n’
tt'y  tt'v wott'ss'  uvtt'ss’

und damit p = ¢

Beispiel 6.16. Sei V irreduzible affine Varietét, A =k[V],S = A\ {0}. Dann ist

(1) B(V)=Q(k[V]) =54

(ii) P € V, mp zugehoriges maximales Ideal, dann ist

Op = An, = Syt A
Bemerkung 6.17. (i) A — S7'A, a — ¢ ist im Allgemeinen nicht injektiv, zum Beispiel,
wenn A Nullteiler hat.
(ii) S™!ist ein Funktor: Sei f : M — N ein Homomorphismus von A-Moduln. Dann definiere
S7tf.ST'M — STIN

m_ fom)

S S

Dies ist ein Homomorphismus von S~!A-Moduln.

Lemma 6.18. Sei S C A multiplikatives System und
My L My 2 M
sei exakte Sequenz von A-Moduln. Dann ist
ARy VAR VA
exakt (S™' ist ein exakter Funktor)

Beweis. Es ist go f =0 und damit, fir ™ € S™'Mj,

S (go f) (@) _ (gof)(mi) :g

S S
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und somit im (S7'f) C ker (S7'g). Fiir ™2 € ker (S7'¢g) € S~ M, gilt

g (my) - 9
s 1
und damit t1g (msg) = ts0 fiir ein t € S. Da g A-linear ist, gilt
g (tma) =tg(m2) =0

und damit tmsy € ker (g) = im (f). Es gibt also my; € M; mit f (my) = tmy. Also ist

5-1f (@) _ flm) _ tmy

ts/)  ts  ts s

womit im (S71f) = ker (S7g) O

mao

Korollar 6.19. Sei I < A Ideal, S C A ein multiplikatives System, dann ist S~'I < S™1A ein
Ideal. Es gilt S™'I = S™'A genau dann, wenn SN I # ()

Beweis. Aus der Exaktheit von S~ folgt, dass S™'7 € S7!'A ein Untermodul und damit ein
Ideal ist. Sei S™'1 = S~ A, dies ist genau dann der Fall, wenn £ = 1 € S7'T genau dann, wenn
s € I und damit SN T # 0. O

Lemma 6.20. Sei A Ring, p<A Primideal, dann ist A, = Sp_lA ein lokaler Ring mit mazimalem
Ideal my = S;"'p

Beweis. S;'p <A, ist ein Ideal. Es ist S, 'p maximal, genau dann, wenn A, \ S;'p C Ay, also
wenn alle Elemente von A, \ S;'p invertierbar sind. Sei ¢ € A, \ S;'p, also a € A\ p =Sy,
dann ist 2 Inverses zu . O

Definition 6.21. Eine Eigenschaft von Ringen und deren Moduln heifit lokal, wenn sie nach
Lokalisierung an allen Primidealen iiberpriift werden kann.

Satz 6.22. Sei A Ring, M ein A-Modul. Dann sind dquivalent
(i) M =0

(11) M, =0 fiir alle Primideale p <1 A

(iii) My =0 fiir alle mazimalen Ideale m < A

Also ist M = 0 eine lokale Figenschaft.

Beweis. (i) = (ii) = (¢i7) ist klar. Angenommen M # 0 aber M, = 0 fir jedes maximale
Ideal m < A. Sei 0 # m € M. Definiere

I'={a€A|lam=0}<A

Dies ist ein Ideal. Dann ist [ in einem maximalen Ideal m enthalten. Also ist M, = 0 und somit
m

7= % Somit gibt es ein t € S, = A\ m mit ¢tm = 0. Damit ist t € I C m im Widerspruch zu
t € Sn O
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6.3 Lokale Ringe von Varietéiten
Definition 6.23. Sei V' affine Varietdt, P € V mit maximalem Ideal mp <k [V], dann heifit

lokaler Ring an P.

Bemerkung 6.24. Diese Definition stimmt mit der vorherigen fiir affine und irreduzible V'
iiberein.

Wir wollen Elemente von Op als Funktionen auffassen. Sie haben die Form 5 mit f,g € k[V]
und g (P) # 0. Der Bruch definiert eine Abbildung

i:Ug%k
g

Q)
Qﬁg(Q)

Die Représentation als Bruch ist nicht eindeutig. Angenommen g—,/ = L. Definiert g—,/ die gleiche
Funktion auf U, N U,? Nach Definition existiert ein h € k [V] mit

hgf =hg'f, h(P)#0

also gilt auf U, N U, N Uy

I _hdf _ hgft _f
g hgg  hgy ¢
als Abbildungen U, NU, N Uy — k

Definition 6.25. Sei V eine affine Varietit, P € V. Ein Funktionenkeim in P ist eine dquivalenz-
klasse von Paaren (U, a) wobei P € U C V offen und a : U — k eine Abbildung und

(U,a) ~ (U, o) 3FPeW CUNU offen: oy =d|w
Wir schreiben ap fiir die dquivalenzklasse von (U, )

Bemerkung 6.26. Da jede offene Teilmenge von U eine standardoffene Teilmenge enthélt,
reicht es fiir U, U’, W jeweils nur standardoffene Mengen zu betrachten.

Lemma 6.27. Sei V affine Varietit, P € V. Jedes Element von Op definiert einen eindeutigen
Funktionenkeim in P.

Definition 6.28. Sei V' affine Varietéit, U C V offen. Eine Abbildung a : U — k heifit
algebraisch, wenn der Keim von (U, «) fiir jeden Punkt P € U in Op liegt. Es sei O (U) der
Ring der algebraischen Funktionen.

Beispiel 6.29. Im Fall V' = U ist jedes Element von k [V] algebraisch. Ist f € k[V] nicht nil-
potent, so kénnen wir U = Uy betrachten. Jedes Element 7 € k[V], definiert eine algebraische
Funktion Uy — k.

Satz 6.30. Sei V' eine affine Varietit, f € k[V] nicht nilpotent. Dann ist die natiirliche
Abbildung k[V]; — O (Uy) ein bijektiver Ringhomomorphismus. Insbesondere k [V] =0 (V).
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Beweis.

Behauptung. Die Abbildung ist injektiv

Beweis. Sei f; € k[V]; mit £ = 0 als Funktion Uy — k. Das heift

fn

:OVQEUf

und somit
a(Q)=0VvVQ € Uy

womit V' (a) D Uy. Also
Via-f)=V(a)UV(f)2V

I(V)2T(V(@uV(HN)E a7

Ink[V]=k[X1,... X,] /I (V) gilt 0= y/(a- f) und damit a - f = 0. Also gilt in k [V],
a af

fn fn+1

und damit

=0

Behauptung. Die Abbildung ist surjektiv

Beweis. Sei ¢ : Uy — k eine algebraische Funktion, d.h. fiir jeden P € Uy ist der Keim
von (U,¢) an P in Op. Also gibt es ap, fp, sodass der Keim von %£ mit dem von (Uy, ¢)
ibereinstimmt. Es gibt also eine standardoffene Menge U, mit P € U, auf der die Funktionen
iibereinstimmen. O.B.d.A sei g = fp, sonst erweitere £ zu Zai Uy ist quasi-kompakt und somit

fp
iiberdecken schon endlich viele Uy, die Menge Uy. Wir haben Uy = Uf\il Uy, und ¢; = ¢|y, hat

die Form . AuBlerdem gilt als Funktionen auf U; N U; = Uy, y,

az’fj ajfi

=@ly;, =
fif; i fif
wegen der Injektivitit gilt dies auch in & [V] . I

Behauptung. Fir Uy = Y, Uy, ist die Sequenz

N
0
0— k[V], %@kmﬁ %@kmﬁfj
i=1 ij

exakt, wobei 9 : (%) — (2 — %) .
(ﬁ')i ( >zg
Beweis. k[V]; — DNk [V],, ist injektiv, denn
k [V]f - @f\il k [V]fi
O (Uy) — DL, 0 (Uy,)
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kommutiert und die untere Abbildung ist auch injektiv. Sei nun (%) €k[V], C @Z]\il k[V],
mit 0 ((%) ) = 0. Das heifit, dass
dneN: flnfjn (aifj — ajfi) =0V1 S Z,] S N

was dazu dquivalent ist, dass

Fi ) = £ (aif7)

Wir erweitern 7 zu ;n—ﬁ, das heifit, wir ersetzen f; durch f/"*' und a; durch a;f". Dann gilt
weiterhin ¢; = % in U 7, Auflerdem gilt

a;f; =a;fi Vi, j (%)
Wegen
N N
U =U; = V{fr. in)) =V (£) SV ()
i=1 =1

gilt nach Hilbertschem Nullstellensatz somit f € \/(f1,..., fn). Daher existiert ein m € N
und b; € k[V] mit f™ = Zi\il b; fi. Sei a = Zf\il bia;.
Behauptung. fim reprasentiert ¢
Bewezs.

N N

fia=>Y _biaif; £ bifia; = f"a
i=1 i=
=

Also ist fim = ﬁ Vj in Uy, und % reprasentiert ¢.

O
Bemerkung 6.31. Ist V irreduzibel, so erhalten wir
OV)=()0pCk(V)
Pev
wie zuvor.
Lemma 6.32. A/I ist nilpotentfrei (reduziert) genau dann, wenn I reduziert ist (I = /1)
Beweis. f € A mit f* € I entsprechen f € A/I mit f =0 O
Bemerkung 6.33. Sei V affine Varietét, dann ist & [V/] nilpotentfrei.
Beweis. k[V]=k[X1,....X,] /I (V)und I (V) =+/I(V) O
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7 Die Kategorie der quasi-affinen Varietéiten

7.1 Der projektive Raum

Definition 7.1. Sei k ein Korper. Der projektive Raum P} der Dimension n iiber k ist dpe
Menge der eindimensionalen Unterrdume des k" *1.

Bemerkung 7.2. P} ist die Menge der dquivalenzklassen (k \ {0}) / ~ wobei
(X0 ooy Tn) ~ (Y0y ooy Yn) & INEE™ 1y = Ay; Vi € {0, ...,n}

Wir schreiben [z : ... : 2] fiir die dquivalenzklasse von (xo, ..., z,). Wir nennen z, ..., z, die
homogenen Koordinaten auf Pj.

Definition 7.3. Fiir ¢ = 0, ..., n heifit die Teilmenge
Ui = {[(L’O N an] | ZT; 7& 0}
die i-te standardoffene Karte

Lemma 7.4. (i) Auf U; sind die Funktionen y; = i—’ wohldefiniert und induzieren eine Bi-
jektion

©i UZ — k"
[x(] Ce :xn] — (yOJ e Yi—1, Yit1, 7yn)
(ii) Pu\ U, 2 P!

(iii) P = Ui—o Us

Beweis. (i) Auf U; kann durch z; geteilt werden. Wegen % = 2L ist y; wohldefiniert. Sei
Yo k" — U
(@0, ey W1y Qg 1y ey ) > A0t ot @ig 2 1@y e @y

Dies ist die Umkehrabbildung zu ¢

(ii) Das Komplement von U; besteht aus den Punkten mit x; = 0. Weglassen von x; gibt
Bijektion mit P}~ "

(iii) Nach Voraussetzung hat jeder Punkte [z¢ : ... : x,] ein x; # 0 und liegt damit in U;.
[

Bemerkung 7.5. Wir fassen k" fﬂ P} als Teilmenge auf, unter der Bijektion .

Beispiel 7.6.n = 0 P} besteht aus nur einem Punkt.
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n=2P = k' U{oo}. Fiir k = R ist Py U {oo}
tll:a] [ack} (101}

9]

Wir wollen algebraische Teilmengen von PP} als Nullstellen von Polynomen definieren. Der Funk-
tionswert eines Polynoms ist jedoch nicht wohldefiniert, da die homogenen Koordinaten x; nicht
wohldefiniert sind.

Definition 7.7. Ein Polynom P € k [Xy, ..., X,,] heifit homogen von Grad d, falls es die Form

.....

Lemma 7.8. Sei f homogen von Grad d und (xg, ..., x,) € k"™, X\ € k*, dann gilt

Az, Azn) = A f (20, ..., )

Bemerkung 7.9. Fiir homogene Polynome ist der Funktionswert auf P} also auch nicht wohl-
definiert, aber die Eigenschaft von P, auf einer Geraden zu verschwinden ist wohldefiniert. Ist
f € k[Xo, ..., X,] beliebiges Polynom, so schreiben wir es als

mit f; homogen von Grad d.

Definition 7.10. Sei k = k, S C k[Xo, ..., X,,] Menge von Polynomen. Dann heifit
V(S)={PeP;| f(P)=0Vf €S homogen}

die durch S definierte projektive algebraische Menge. Sei V' C P} Teilmenge, dann heif}t

I(V)= {f:Zfdekz[Xo,...,Xn] fd(P):OVPEV,d}

Verschwindungsideal von V. Wir nennen den Quotientenring

homogenen Koordinatenring von V.
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Beispiel 7.11. Sei n = 2. Fiir die projektive Ebene P% benutzt man meist die Koordinaten
X=X,Y=2X,,Z=Xp. Sei f=X?+Y?+Z% Um V (f) zu verstehen, schneiden wir V (f)
mit den standardoffenen Mengen U;.

VNUp={lz:z:y] |2#0,2° +y* + 2> =0}
= {(z,y) |2 +y*=—-1} C A}
In V'\ (UyNV) liegen zwei Punkte [0:1:+/=1],[0:1: —/~1]. Es gilt tatséichlich
I(V)=(X*+Y?*+277)

Nicht alle Elemente von I (V') sind homogenen, sondern nur von der Form g- f mit g homogen.
Nach Definition gilt V (I (V)) =V

Lemma 7.12. Sei V' eine projektive algebraische Menge. Wir nennen Z C 'V abgeschlossen,
wenn Z algebraisch ist. Dies definiert eine Topologie auf V.

Beweis. Wie im affinen Fall. Das Produkt zweier homogener Polynome ist homogen. ]

Definition 7.13. Sei P} der projektive Raum zusammen mit seiner Topologie. Eine projektive
Varietit ist eine algebraische projektive Menge V' C P} zusammen mit ihrer Topologie. Eine
quasi-projektive Varietdt ist eine offene Teilmenge einer projektiven Varietdt mit induzierter
Topologie.

Bemerkung 7.14. Wegen U; = P} \ V (X;) ist U; C P} offen.
——

~pn—1
=P,

7.2 Homogenisierung und Dehomogenisierung

Lemma 7.15. Die Kartenabbildungen p; : U; — A™ sind Homdomorphismen.

Beweis. Wir zeigen, dass ¢; eine Bijektion auf den Mengen der abgeschlossen Mengen definiert.
Sei 0.B.d.A i =0. Sei F € k|[Xj,..., X, homogen und V =V (F) C P}. Dann gilt

VNUo={[1:21:...:2,) | F(1,21,....,z,) = 0}

Das Bild dieser Menge unter g ist also V (f) mit f = F (1, X;,..., X,,). Da eine allgemeine
abgeschlossene Menge endlicher Schnitt solcher V' (F) ist, ist das Bild jeder abgeschlossenen
Menge wieder abgeschlossen. Sei umgekehrt f € k[Xj, ..., X, ein Polynom von Grad d. Sei F’
die Homogenisierung von f, das heif3t

F:X{ff(é &)

X, X,
Dann ist

V(IF)NUy={[l:21:..ia,) | 19f (21, .., ) = 0}
das gesuchte Urbild der abgeschlossenen Menge V (f) C A™. [
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Beispiel 7.16. Sein =2 und f = X%+ 2XY + Y + 2. Die Homogenisierung von f ist
XY X? XY Y
de (X L\ _ 220
F= Zf(Z Z) Z(Z2+QZZ+Z+2)
=X’ +2XY +YZ+22?

das heifit alle Monome von f werden mit Z-Faktoren zu Grad d = 2 aufgefiillt.

Bemerkung 7.17. Die beiden Operationen , Einsetzen von Xy = 1“ und ,,Homogenisieren“
definieren eine Bijektion von homogenen Polynomen in X, ..., X, die nicht durch X teilbar
sind mit Elementen von k[X7,..., X,]. Geometrisch entspricht dem eine Bijektion zwischen
algebraischen Teilmengen von A™ und denjenigen Teilmengen von A"*! die mit jedem Punkt
auch die Ursprungsgerade durch den Punkt enthalten

ATL

AnJrl

Wir konnen den projektiven Raum und alle projektiven Varietéiten mit Karten iiberdecken. Der
Schnitt

Ui N Uj = {[.TQ et .Tn] | XTiZj 7é 0}

pr
C S
U U
S C
©i 4 Y Pj
/ \
An 5 ®j O‘P An

wird unter ¢; abgebildet auf die Menge der Punkte (vo, ..., ¥i—1, Yit+1, ---, Yn) mit y; # 0, also mit
Uy, CSAL i . Die Kartenwechselabbildung
1— (23 REEEE)
pjopr s Uy = Uy,
kann leicht berechnet werden. Wir geben die Formel fiir i = 0,7 = 1 an:

Sojogpi_l : (yla-“ayn) [1 ‘yla"wyn]
1 n
A y_]
1 Y1

Yy
.—>(1 y2 . ")
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jeder Eintrag ist eine algebraische Funktion auf U,,.
Bemerkung 7.18. Quasi-affine Varietdten sind quasi-projektive Varietéten.
Beweis.

UQV%VQUOQ]P’”
%o

7.3 Lokale Ringe und algebraische Funktionen
Sei V projektive Varietéit, F,G € S[V] = k[Xy, ..., X,] /I (V) homogen von gleichem Grad d.

Dann ist fiir P = [zg : ... : z,] der Funktionswert
F F(zo,...,zp)
—(P) = 12
G G (zo, ..., Tp)

ist wohldefiniert falls P ¢ V (G)

Definition 7.19. Sei V eine projektive Varietdt mit homogenem Koordinatenring S [V] und
sei P € V. Der lokale Ring von V in P sei definiert als

Op = {g ‘ F,G € S[V] von gleichem Grad, homogen, G (P) # 0}

Ist V irreduzibel, so ist der der Funktionenkorper von V' definiert als
F
kE(V) = {5 ‘ F,G € S[V] homogen von gleichem Grad, G # O}

Lemma 7.20. Sei V C P2 projektive Varietit, P € V. Sei U; C P* eine standardoffene Karte
mit P € U;. Dann gilt Oy p = Oyny, p unter der Abbildung, die gegeben ist als Einsetzen von
X; = 1. Insbesondere ist also Oy p ein lokaler Ring. Ist V irreduzibel, so gilt k (V) = k(V NU;).
Insbesondere ist k (V') ein Korper.

Beweis. Sei 0.B.d.A i = 0. Wir schreiben V, := Uy NV fiir die affine Varietat. Wir zei-
gen zunédchst, dass die Abbildung Oy p — Oy, p surjektiv ist. Sei % € Oy,p mit f,g €

k[Vo],g(P) #0. Seien f,§ € k[Xi, ..., X,,] Repriisentanten von f,g vom Grad dys,d,. Sei wei-

ter F und G in k[Xo, ..., X,] deren Homogenisierung. Sei F,G € S[V] die #quivalenzklasse
~ o~ dg
von F,G. Die Funktion 292 ist das gesuchte Urbild von 5' Xo(P) # 0, denn P € Uy,

d
x,'a

G (1,P) = g (P) # 0. Zur Injektivitét: Sei g € Oy,p so, dass % = 0 in einer Umge-
bung U von P. Wir schreiben f = F (1, Xy,..., X,,),9 = G(1, X}, ..., X;;). Ohne Einschrinkung
ist U= U, mit h € k[Vy],h(P) # 0. Sei H die Homogenisierung von h. Wir ersetzen G durch
H-G und F durch H-F. Also ohne Einschriankung H = G und § verschwindet auf U,. Aus Sicht
der Strukturtheorie der algebraischen Funktionen im affinen Fall wissen wir, dass es eine
Potenz von g mit ¢°f = 0 gibt. Wir betrachten das homogene Polynom G*F - X, € S[V]. Es
verschwindet in V' (G)UV (X,) und in Uy, also auf ganz V. Mit dem Hilbertschen Nullstellensatz
folgt G*F Xy = 0. Also gilt

F_XGF _

G X, Gatl -
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Behauptung. Sei V irreduzibel, dann gilt k£ (V) =k [ V N U;
v.

Beweis. Sei 0.B.d.A i = 0. Da V irreduzibel ist, ist V{ dicht in V und somit V; =V

P 2 Uy
U 1V
Vo2 W

Wir zeigen zunéchst die Wohldefiniertheit von

k(V) =k (V)
Fof
a7y

Angenommen g = 0 in k [V;], dann verschwindet G auf Vj
g(ay,...a,) =G, ay,...,a,) V(a,...,a,) € Vg

und da V; = V verschwindet G auf V und somit ist G = 0. Surjektivitit wie im Fall Op. Zur
Injektivitit: Sei £ € k (V) mit Bild 0 = £ € & (1), das heift es gibt 0 # h € k[Vo] mit fh = 0.
Sei H die Homogenisierung von h. Es ist H # 0 in S [V], also HF =0 und £ = Z£ =

[]

7.4 Der projektive Nullstellensatz

Definition 7.21. Ein Ideal I <k [Xy, ..., X,,] heifit homogen, wenn fiir jedes f € I auch f; € I
fiir jedes d > 0 wobei f =) >0 Ja die Zerlegung in homogene Anteile ist.

Bemerkung 7.22. Ein homogenes Ideal ist von homogenen Elementen erzeugt, denn wenn
I = (fi,..., fa) homogen ist mit fi,...,f, € k[Xy,...,X,] und f; = > ;. fia und D =
max {grad f;}, dann gilt

I={fiqli=1,...,r,d=0,...D)
Wir wollen die Abbildungen V, I untersuchen
{homogene I < k[Xy,..., X,]} ﬁ {algebraische Mengen V' C P"}
I
Bemerkung 7.23. Sei S, = (Xj,...,X,) € S = (1). Dies sind beides reduzierte Ideale,

aber V (S) = () = V (S,). Dies ist ein Sonderfall, Sy heifit das irrelevante Ideal. Die naive
Verallgemeinerung des Nullstellensatzes vom affinen zum projektiven Fall ist also falsch.

Satz 7.24. Sei I homogen mit ) #V (I) C P, dann gilt

IV () =+I
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insbesondere ist /I wieder homogen und wir erhalten eine inklusionsumkehrende Bijektion

{ reduzierte homogene} 1% { nichtleere pmjektive}
I<k|

Xoy ooy Xp] mit I # Sy I Varietdten in P"
Ul V
o . wrreduzible nichtleere
{Primideale} ’ - o
projektive Varietdten in P

Beweis. Wie im affinen Fall ist der Beweis von V (I (X)) = X fiir ) # X C P" vollig formal.
Ebenso I (V (J)) D /J fiir J homogen. Es bleibt die Gleichheit zu zeigen. Sei

T A”H\{O} - pP"

die Projektion. Fur J C k[Xo,..., X,] homogen schreiben wir nun V*(J) fiir die Verschwin-
dungsmenge in A", Da J homogen ist, gilt

A" 3 (ag,...,a,) €VE(J) = (Aag, ..., a,) €V (J) YA€k

und
V(J)= V" (J)\{0})/ ~

wobei (ag, ..., an) ~ A(ag, ..., a,). Also ist

V(J)=0a V() C{(0,..,0)}
LT D (X, ooy X,
—_————

St

Im Fall V (J) # 0 gilt

felv) e fel(veuNErevy

Bemerkung 7.25. V(J) heifit affiner Kegel iiber V (J).

7.5 Die Normtopologie auf P" (R), P" (C)
Sei k = R oder £ = C. Wir betrachten
P" (k) D U; 25 A" (k) = k"
Definition 7.26. Erinnerung: Normtopologie auf R™, C" ist die Topologie Mit Basis
B-(p)={qek" [ lg—pl <e}

firpe k™ e >0
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Betrachte die Kartenwechselabbildung

u, 2 UnuU; c U

A 200w %

K2 kY >k C k"

Die Abbildung ¢;p; " ist komponentenweise gegeben durch xi oder 2+ mit z; # 0 auf k7.

J J
Diese Funktionen sind C'*°, inshesondere stetig beziiglich der Normtopologie. Damit ist gpjgpi_l

Homd&omorphismus beziiglich der Normtopologie. Also sind die Normtopologien der verschiede-
nen Karten miteinander vertréglich und definieren eine Normtopologie auf P" (k). Fiir P™ (R)
heifit sie die reelle Topologie. Fiir P™ (C) die komplexe Topologie

Lemma 7.27. P"(R) und P" (C) sind Hausdorffsch in der Normtopologie und Zariski-abge-
schlossene Mengen sind Norm-abgeschlossen.

Beweis. Sei P,QQ € P"(K), P # Q, P € U;, Q € U;. Wenn Q € U;, also P,QQ € k" = Uj,
dann lassen sie sich trennen, da k" Hausdorffsch ist. Sonst, wenn @) ¢ U;, dann sei C ein
abgeschlossener Ball in U;, der P enthélt. Dann ist P" (K) \ C offen und enthilt @, C ist
offen und enthilt P. Des weiteren ist C NP (k) \ €' = 0. Somit ist P" (K) Hausdorffsch. Im
A™ (k) sind Zariski-abgeschlossene Mengen als Nullstellenmengen von Polynomen gegeben. Da
Polynome stetig in der Normtopologie sind, sind algebraische Mengen abgeschlossen in der
Normtopologie. O]

Satz 7.28. P" (R) und P" (C) sind kompakt und zusammenhingend.
Beweis. Betrachte
7 A" (k) \ {0} — P™ (k)
(@gy vy ) = [ag : ...t Gy

Diese Abbildung ist stetig beziiglich der Normtopologie. Es reicht, dies fiir jede Karte zu zeigen.
Also sei 0.B.d.Ai=0

Ug
E[ao Dty | ap # O?—> k"
lag : ...t ay) — (ﬂ,..., a_n)
ao Qo

und dies ist stetig. Betrachte
St = {v e R | |v|| = 1} C R\ {0}

S2n+1 — v E (Cn+1 HUH -1 g CnJrl \ {O}

§R2n+l

Die Abbildungen

S™ — R™M\ {0} — P" (R)
Sl ¢t {0} — P (C)
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sind surjektiv, denn jede Gerade trifft S™. Ist zum Beispiel v # 0, so ist ||UT|| e S™. Weil

A" (k) \ {0} — P" (k) stetig und jeweils S™ < R™*! und S***1 — C"*! stetig sind, sind also
S™ — P" (R)
SQn—i—l — P" (C)

stetig. Da S™ und S*"*! kompakt und zusammenhingend sind, sind dies somit auch P" (R) und

P" (C). O

7.6 Algebraische Funktionen und Morphismen

Definition 7.29. Seien V, W quasi-affine Varietdten. Eine Abbildung o : V' — k heif3t algebra-
isch in dem Punkt P € V', wenn sie in Op liegt. Das heiflt, wenn es homogene F, G € S [W vom
selben Grad gibt mit G (P) # 0 und a = g in einer offenen Umgebung von P. Ei Morphismus
von Varietdten ist eine stetige Abbildung ® : V' — W, sodass fiir alle P € V und jede Funktion
a: W — k die algebraisch in ® (P) ist, die Komposition o ® : V' — W — k algebraisch in P
ist. In anderen Worten, es gilt ®*Oyo(py € Oy,p wobei ®* : a > avo ®. Ein Morphismus heif}t
Isomorphismus, wenn die Abbildung ® bijektiv ist und die Umkehrabbildung ein Morphismus
von Varietiten ist.

Bemerkung 7.30. In der Literatur findet sich oft der Begriff requldr statt algebraisch. Nicht
jeder bijektive Morphismus ist ein Isomorphismus.

Beispiel 7.31. Sei V =V (Y2 — X3) C A% Dann ist A' — V.t — (#?,¢) bijektive und alge-
braisch (also Morphismus) aber kein Isomorphismus (betrachte an (0,0) die Wurzelfunktion).

Quasi-projektive Varietiten bilden eine Kategorie:
Satz 7.32. Die Verkniipfung von Morphismen von Varietiten sind wieder Morphismen.

Beweis. Seien X C P Y C P, Z C P! quasi-projektiv. Seien ® : X — Y, ¥ : YV — Z
Morphismen. Dann ist W o @ : X — Z stetig. Sei P € X und o : Z — k algebraisch in
(¥ o ®)(P). Dann ist @ o W = U*q algebraisch in ® (P) € Y

R

w Jo

P k

Dann ist wiederum « o W o ¢ algebraisch in P, weil & Morphismus ist. Daher ist W o ® ein
Morphismus. [
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Wir wollen besser verstehen, welche Beispiele und Eigenschaften von Morphismen es gibt. Be-
ginnen wir mit dem affinen Fall.

Lemma 7.33. Sei V' affine Varietit, Up C V' standardoffen mit f € k[V]. Sei o € O (Uy),
dann ist o stetig und Morphismus o : Uy — k. Es gilt

k[V]; = O(Us) = Mor (Uy, A')

Beweis. Sei o = fin, g, f € k[V]. Wir miissen zeigen, dass Urbilder abgeschlossener Mengen
wieder abgeschlossen sind. Es geniigt, das Urbild von einem Punkt {a} C A! zu betrachten.
Dies besteht aus den Punkten P in Uy mit der Eigenschaft, dass o (P) = fg((PP))n = a. Dies ist
die Verschwindungsmenge von g —a f" und damit abgeschlossen. « ist ein Morphismus. Sei nun
umgekehrt ein Morphismus o € Mor (Uy, A') gegeben. Wir gehen die Definition durch: Fiir
jeden Punkt P € Uy ist id : k — k ein Element von Oy o(p) - gegeben durch das Polynom X -

und somit ist a*id = a € Oy p. Damit ist aber o € O (Uy). O

Lemma 7.34. Sei V quasi-affin, f1,..., fn € O(V), dann ist

.V — A"
P (fi(P),.... fa(P))

Morphismus.

Beweis. Wir priifen, dass Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind. Sei V' (g) C A"
abgeschlossen. Dann ist

2 (V(g) = PEV | g(fi(P). fu(P) =0

Vv
Polynom

=V (h), h=g(fi, fn)

Mit dem gleichen Argument (Einsetzen von Polynom in algebraische Funktion ist wieder alge-
braische Funktion) ist ® verkniipft mit o : A" — k algebraisch fiir « algebraisch. Somit ist ®
Morphismus. [

Satz 7.35. Seien V. C A" W C A™ affine varietiten. Eine Abbildung ® : V. — W C A™
ist genau dann ein Morphismus, wenn alle Koordinatenfunktionen ®1,...,®,, : V — Al von ®
Elemente von k [V] sind.

Beweis. Die Projektionsabbildungen

Di AT — A1

(@1, .y Q) > a;

auf die ite Koordinate wird durch das Polynom X; € k[X7, ..., X,,] definiert, ist also ein Mor-
phismus von Varietiten nach Lemma[7.33] Dann ist auch ®; = p;o® Morphismus V' — A!, also,
nach Lemma Element von O (V) = k[V]. Sei umgekehrt & = (4, ..., D,,) mit ¢; € k[V]
und ® (P) € W fiir alle P € V. Nach Lemma ist ® : V. — A™ ein Morphismus. Da
W C A™ abgeschlossen ist, ist auch ® : V' — W ein Morphismus. [
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Bemerkung 7.36. Man kann den Satz leicht umformulieren zu der Aussage, dass ein Mor-
phismus f : V — W das selbe ist, wie ein k-Algebra-Homomorphismus f*: O (W) — O (V).

Lemma 7.37. Sei U; C P" die ite standardoffene Teilmenge. Dann ist die Kartenabbildung
w; : Up = A" ein Isomorphismus von quasi-projektiven Varietdten

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass ¢; ein Homoomorphismus ist. Auf lokalen Ringen

haben wir zudem den Isomorphismus Oy, p = Oan () nachgewiesen. Also ist ; ein Isomor-
phismus. [

Satz 7.38. Sei V. C A" affin, g € k[V]. Dann ist die Abbildung
DV (X1 — 1) CA™ - U,
(@1, .oy A1) = (a1, ..., ap)
ewn Isomorphismus von Varietdten.

Beweis. Wegen g (aq, ..., an) app1 = Lauf V (¢X,, 11 — 1) hat die Abbildung ® Werte in U,. Nach
dem letzten Lemma ist die Komposition @ : V (¢X, 41 —1) — U, C A" ein Morphismus und
somit insbesondere stetig. Somit ist ® stetig. Die Bedingung an lokale Ringe folgt fiir ® aus der

Bedingung von ®, weil U, C V offen ist. Fiir jeden Punkt in U, gibt es genau ein Urbildpunkt.
Die Umkehrabbildung ist

1
(a1, ..., an) — (al, vy Oy, —)
g(ay,...,ay,)

Beispiel 7.39. Offene Varietiaten sind Varietdten in (moglicher Weise anderem A™)

Al
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Beispiel 7.40. Projektive Varietéten.

[1:0]
Pl

AQ

PQ

| ]

‘ ) = /
Wir betraten X2 + Y? = Z2.

2 2
Z401=(%) +(§>:1

N[~

X#01= (%)2 — (%)2 Im affinen

<[~

AN 7/
N ,
AN Ve
N 7/

N ,

N Ve
N ,

AN Ve
N 7/

N ,

AN Ve

N N ’
—_ Nz

< =N N
Ve AN
7/ N
Ve AN
7/ N
, N
Ve AN
7/ AN
, N
Ve AN
, N
Ve AN
7/ AN

Al



Im projektiven:

Korollar 7.41. Sei X C X C P» quasi-projektiv.
(i) X hat eine endliche offene tiberdeckung

mit X; affin.
(ii) Die affinen Teilmengen von X bilden eine Basis der Topologie von X .

Beweis. (i) Es ist
XNU; CXNU; CA"
—— =

quasi-affin affin
Wir haben
XU = (XOU)\V (fro i)
k
=J &nu)\vg)

j:

standard oﬂen damit affin

Insgesamt kann man X durch (N + 1) - k = m affine Varietédten iiberdecken.

(ii) Sei U C X offen. Dann ist U offen in P™ und somit quasi-projektiv in P". Somit ist nach
erstem Teil

mit U; affin.

Beispiel 7.42. Es ist

op<V>:{§]g<P>¢0}

im projektiven mit f,g homogen von gleichem Grad. Alle lokalen Eigenschaften von quasi-
projektiven Varietdten lassen sich im affinen nachrechnen. Fiir V' C A" quasi-affin ist O (V) =

ﬂPeV Op.
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W € Op, m € O(U). Es kann notwendig sein, zwei unterschiedliche Briiche zu
nehmen. Zum Beispiel sind fiir

VXY -ZW)=V
die Briiche % und % gleich, denn XY — ZW = 0. Jedoch sind nicht beide iiberall definiert.
Satz 7.43. Die quasi-affine Varietit U = A%\ {0} ist nicht affin.

Beweis. Wir haben einen Morphismus ® : U — A2, Fiir affine Varietiten gilt mit ¥ : V —
W — k, U : k[W] — k[V], dass U genau dann Isomorphismus ist, wenn U* Isomorphismus
ist. Wir rechnen O (A?) und O (U) aus. Wir wissen O (A?) = k [X,Y]. Fiir O (U) iiberdecken
wir U durch standard offene U = Ux U Uy. Wir wissen

OUy) =k[X,Y]y = {% ’ fek[x,n}

0 () =hx. Y], = { & s k.11

YTL
Sei a € O (U) beliebig. Wir kénnen « als o = % auf Ux und als o = % auf Uy schreiben.
Auf Ux N Uy ist dann
% = = % € O(ny) = k[X’Y]XY
Somit ist
_ S 9 - XY
Xn ym Xnym
und damit

FY™—X"g=0 — fY™=X"g
Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in Polynomringen gilt somit X"|f, Y™|g, also
f=X"h,g=Y™h. Also
hX"Y™ =HWX"Y™ = h="H

und daher e F Ly
_ =9 M
h= Xn = 3n = O pm = Ty hek[X,Y]
womit
OU)=k[X,Y]
Also O (A%) = O (U). Wire U affin, wire U = A% O

Satz 7.44 (Identitétssatz). Sei X irreduzibel, f,g € O(X) und fly = glv fir eine offene
Teilmenge U C X, dann ist f = g auf ganz X.
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abgeschlossen

e .
Beweis. Wir betrachten V (f —g). Da fly = gly gilt U C V (f —g). Also gilt auch U C
V (f — ¢g). Da X irreduzibel und offen ist, gilt U = X. Alsoist X CV (f — g) und damit f =g
auf X. ]

Bemerkung 7.45. Sei X irreduzibel, f,g € O(X). Wenn f|y = g|y fir U C X offen,
U # 0, dann ist f = g. Im irreduziblen Fall haben also Funktionskeime (U, f) einen eindeutigen
maximal grofen Definitionsbereich. Zum Beispiel ist & € k (X,Y") definiert auf Uy C A% Dies
gilt nicht fiir im reduziblen Fall. Fiir V =V (XY) C A ist mit

f=
g=1

Definition 7.46. Sei X irreduzible quasi-projektive Varietdt, ® € P" (k (X)), P € X, dann
heifit ® regulir in P, falls es einen Reprisentanten ® = [ : ... : ®,] gibt, sodass alle ®; fiir

i € {0,...,n} definiert sind in P und nicht alle gleichzeitig verschwinden. In diesem Fall, setze
O (P)=[Py(P):...: D, (P)] € P}

Bemerkung 7.47. ® (P) ist wohldefiniert. Gilt [®¢ : ... : ®,] = [®} : ... : ?/] und beide Re-
prisentanten sind reguliir in P, so ist ®; = U - ®/ fiir ein ¥ € k (X)™ fiir i € {0, ...,n}. Es gibt
einen Index i mit @, (P) # 0 und somit ¥ (P) = &; (P) ®, (P)"" € k, also ist ¥ regulir in P.
Wiire ¥ (P) = 0, so wire ®; (P) = 0Vj. Also ist ¥ (P) # 0 und damit ¢ (P) = @' (P) € P™.

Satz 7.48. Sei X irreduzible quasi-projektive Varietit, Y C P} quasi-projektiv. Ein Element
® € P (k (X)) definiert genau dann einen Morphismus ® : X — 'Y, wenn ® in allen Punkten
P € X regulir ist und ® (P) € Y VP € X. Jeder Morphismus f : X — Y ist von dieser Form.

Beweis. Sei @ € P" (k (X)) regulér in allen P € X und ® (P) € Y VP € X. Wir iiberpriifen,
dann ® ein Morphismus ist. O.B.d.A. (durch iibergang zu affiner iiberdeckung) sind X,Y
affin und Y C U,. Nach Voraussetzung ist dann &g (P) # 0 VP € X. Wir gehen {iber zu
o) = ®,; /P fiir ¢ € {0,...,n}. Nach Voraussetzung ist @} algebraisch. Damit ist ¢’ : X — A"
ein Morphismus von affinen Varietdten. Nach Voraussetzung faktorisiert @ iiber Y C A",
Also ergibt @ : X — Y einen Morphismus. Nun betrachten wir die Riickrichtung. Fiir die
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Komposition

N\
X LN Ve , Pr
UI Ul

i )UZ’

Vi = pl (Ul)
gibt es ein ¢ mit V; # (), denn die U; iiberdecken P", V; liegt dicht in X, also &k (X) = k (V;).

Nun ist |y, ein Morphismus V; — A", also gegenben durch ein Tupel @}, ..., ®!_,, ®i, ..., L.
Wir fassen @}, ..., ®! € k(X) auf und setzen

Die verschiedenen ®° sind kompatibel und somit ergeben sie ein wohldefiniertes Element in
P (k (X)). Das Resultat gilt, denn P € X impliziert, dass es ein i gibt mit P € V;. O

Bemerkung 7.49. In vielen klassischen Texten wird ® € P" (k (X)) fiir die Definition des
Begriffs des Morphismus benutzt. Damit muss man sich jedoch auf X irreduzibel einschrinken.

8 Hilbertscher Nullstellensatz und Dimensionentheorie

Zuriick zu affiner Geometrie. Wir werden zeigen, dass dim A” = n und den Hilbertschen Null-
stellensatz beweisen.

8.1 Endliche Morphismen

Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus, by, ...,b, € B. Wir schreiben A [by,...,b,] fir den
Unterring von B, der von ¢ (A) und by, ..., b, erzeugt wird.

Bemerkung 8.1. A ist nicht unbedingt Unterring von A [by, ..., b,]. Dies ist der Fall, wenn ¢
nicht injektiv ist. Auflerdem ist dies kein Polynomring, denn die b; kénnen Relationen haben.

Definition 8.2. Sei f : A — B Ringhomomorphismus, dann

(i) B heifit endlich iiber A, wenn B endlich erzeugter A-Modul ist.

(ii) Ein Element b € B heifit ganz iiber A, falls A [b] endlich erzeugter A-Modul ist.
(iii) B heifit ganz iiber A, falls alle Elemente von B ganz iiber A sind.

Definition 8.3. Ein Morphismus f : X — Y von quasi-projektiven Varietéiten heifit endlich,
wenn es eine offene {iberdeckung Y = Uy U...UU, gibt, sodass f~! (U;) affin ist und & [f~* (U;)]
endlich tiber k [U;].

45



Beispiel 8.4. (i) Sei A = k[X]|,B = k[X,Y]/f mit f = X? 4+ Y? — 1. Dann wird B als
A-Modul von 1,Y mod f erzeugt, also ist B endlich iiber A.

(ii) Sei A=Z,B=7 [\/ﬂ, dann wir B als A-Modul von 1 und v/3 erzeugt, also ist A — B
endlich.

(iii) Sei A = k[X],B = k[X,Y], dann ist B endlich erzeugte A-Algebra aber nicht als A-
Modul, denn 1,Y, Y2, Y3, .. ist eine A-Basis von B. Die Ringerweiterung ist nicht endlich.

(iv) Sei A =k ein Korper, dann ist B endlich iiber A genau dann, wenn dim x B < 0.

Bemerkung 8.5. (i) Ist in Beispiel (iv) auch B = L ein Korper und dim ;B < oo, so spricht
man von einer endlichen Korpererweiterung L/ K.

(ii) In der algebraischen Zahlentheorie betrachtet man A = Z und B Menge der ganzen

Elemente in k£/Q mit k/Q endliche Korpererweiterung. Man zeigt B ist ein Ring, der
endlich iiber A = 7 ist.

Lemma 8.6. Sei f: A — B endlicher Ringhomomorphismus.

(i) Sei g : B — C endlich, dann ist go f endlich.

(ii) Seien 1< A, J < B Ideale mit f (I) C J, dann ist f : A/I — B/J endlich.
(iii) Sei S C A multiplikativ, dann ist S~'f : ST'A — S~'B endlich.
Beweis. Sei by, ..., b, Erzeugendensystem von B als A-Modul

(i) Ist c1, ..., ¢ € C ein Erzeugendensystem von C' als B-Modul, so ist (g (b;) ¢;),; Erzeugen-
densystem von C' als A-Modul.

(ii) Die Restklassen der b; modulo J sind Erzeugendensystem von B/J als A/I-Modul.
(iii) Die Elemente 2,...,% sind Erzeugendensystem von S™'B als S~'A-Modul.

[]

Lemma 8.7. Sei A — B ein Ringhomomorphismus, b € B ist ganz iber A genau dann, wenn
b Nullstelle eines normierten Polynoms F € A[X] ist.

Beweis. Sei F'= X"+ a; X" ' + ... + a, € A[X] mit Nullstelle b, also F (b) = 0.
Behauptung. 1,b, ..., 0" erzeugen A [b] als A-Modul.
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Beweis. Wir haben

= —a b — . —a,
und somit b € (1,b,...,b" ). Per Induktion:
V' = —a 0" — L —anbt e (1,b, .00

Andersherum sei A [b] endlich erzeugt von by, ...,b,. € A[b],

ki
bi = Z CLZ'jbj
j=0

Sei bV maximale Potenz von b, die in den b; vorkommt, dann ist, da bN ! € (by,...,b,) und

somit
r T k;
bN+1 = Z CLin’ = Z a; Z Clz‘jbj
i=1 =1 =0
und somit ist b Nullstelle von F' = XN+ — %" g, Zf:o a;; X7, O

Lemma 8.8. Sei k ein Kiorper und k — E endliche k-Algebra mit E nullteilerfrei, dann ist E
ewn Korper.

Beweis. Seiy € E '\ {0} und sei

oy B — E
er—re-y

die Multiplikation mit y. Wegen 1 -y =y # 0 ist ¢, nicht die Nullabbildung. Sei

i=0

mit b; € k das charakteristische Polynome von ¢,. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt
X (¢y) = 0. Also ist

0=x(p(1)=> by
i=0
Sei 0.B.d.A by # 0 andernfalls erhalten wir aus
m—1
Y- Z biv1y' =0
i=0
wegen der Nullteilerfreiheit die Relation
m—1
Z bi+1y' =0
i=0
Sei weiterhin 0.B.d.A by = 1. Dann haben wird
y (Z biyi_1> +1=0
i=1
und somit ist — Y ", by' ! invers zu y. O
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Satz 8.9 (Going-Down). Sei f : A — B ein endlicher Ringhomomorphismus, P C @ Prim-
ideale von B. Dann sind f~' (P) € f~'(Q) verschiedene Primideale. Insbesondere gilt dim B <
dim A.

Beweis. Urbilder von Primidealen sind immer Primideale. Es gilt klar f~' (P) C f~1(Q).
Angenommen 7! (P) = f~1(Q)=1p

Behauptung. Wir konnen annehmen, dass A lokal mit maximalem Ideal p ist.

Beweis. Sei S =S, = A\ p. Wir lokalisieren an S. Dann ist S~'A4 = A, lokal mit maximalem

Ideal S~'p. Primideale in S~ A entsprechen Primidealen in A, die von S disjunkt sind. Es ist

0¢ f(S),daSNp=0undp=f"'(P). Weiter gilt S™'B = f(S)"" B. Wegen f(S)NP =
Als A-Modul - A}5 B-Modul

0, f(S)NQ = 0 bleibt S~ P C S~1Q echte Inklusion, wenn P C Q. Der Ringhomomorphismus

A, — S7!'B ist endlich nach Lemma . Also konnen wir annehmen, dass A lokal mit p

maximal ist.

Behauptung. Wir kénnen annehmen, dass A Korper ist.

Bewess. Wir betrachten
A/p — B/Bp

Dies ist endlich nach Lemma [8.6| und A/p ist ein Korper, da p maximal ist. Wir haben Bp C
P C @ und somit ist P/Bp C Q/Bp.

Sei somit A = k Korper und B endliche k-Algebra. Wir betrachten

k— B/P — B/Q

B/P und B/Q sind nullteilerfrei, da P und @ Primideale sind. Nach Lemma [8.1]sind B/P und
B/Q Korper. Da B/P — B/Q surjektiv ist, muss diese Abbildung somit Isomorphismus sein
und daher gilt P = Q.

Die Dimensionsaussage dim B < dim A folgt direkt, denn die Urbilder einer Primidealkette in
B bilden eine Primidealkette gleicher Liange in A. Die Gleichheit gilt im Allgemeinen nicht. [

Beispiel 8.10. Sei A =k[X,Y] und B = k[X,Y]/f fir f irreduzibel. Dann ist A/B endlich,
aber es gilt - wie wir spéter sehen werden - dim A = dim A? = 2, aber dim B = dim V (f) = 1.

Satz 8.11 (Going-Up). Sei f : A — B injektiver endlicher Ringhomomorphismus, A und B
nullteilerfrei, p C q Primideale von A, P ein Primideal von B mit ANP = p, dann existiert ein
Primideal Q<B mit P C @ und QNA = q. Insbesondere gilt dim A = dim B. Hier identifizieren
wir A mit f (A).

Beweis. Zur Dimension: Nach Satz gilt dim A > dim B. Jede kette von Primidealen in A
lasst sich induktiv zu einer Kette in B hochheben und somit gilt dim A < dim B.

Wir lokalisieren an q: Sei S = S; = A\ q. Dies ist eine multiplikative Menge in A und nach
Injektivitéit auch in B. Somit ist S™'f : A, — S~ B injektiver endlicher Ringhomomorphismus.
Es reicht also, die Behauptung in diesem Fall zu zeigen, denn fiir ein Primideal @ aS7!'B, das
S71P und S~!q enthélt, ist Q = S~1Q fiir ein Q und @ erfiillt die Aussage des Satzes.

Sei somit 0.B.d.A g maximal. Wie im letzten Beweis betrachten wir A/p — B/P. Dies ist
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in endlicher, injektiver Ringhomomorphismus. Sei nun @ maximales Ideal von B/P, das q/p
enthélt. Das Urbild @ von @) hat die gewiinschte Eigenschaft, denn

Alg M B/Q = (B/q) /Q
~—~ —~—

Korper Korper

wobei B/ nach Lemma Korper ist. Da Abbildungen von Koérpern immer injektiv sind, gilt

QNA=q O

Korollar 8.12. Sei f : X — Y endlicher Morphismus von affinen Varietiten so, dass k[Y] —
k [X] injektiv ist, dann ist f surektiv und dim X = dimY’

Beweis. Zur Surjektivitit: Sei @) € Y, dann hat das maximale Ideal I (Q)) eine Hebung zu einem
Primideal P <k [X]. Sei Q' € V (P), also I (Q') 2 P 2 I (Q). Dann gilt f(Q') = Q.

X

P=1(Q") gof € k[X] 2> P

(X
o ; T
g € kY] 2 I(Q)

Qe

8.2 Transzendenzgrad und seine Eigenschaften

In diesem Abschnitt arbeiten wir mit nullteilerfreien endlich erzeugten k-Algebren.

Definition 8.13. Sei A eine nullteilerfreie k-Algebra. Eine Menge{a, ...,a,} C A heifit alge-
braisch abhdingig iber k, wenn es ein Polynom 0 # P € k[X}, ..., X,] gibt mit (a4, ...,a,) als
Nullstelle. Eine maximale algebraisch unabhéngige Teilmenge von A heifit Transzendenzbasis.
Die Kardinalitédt einer Transzendenzbasis heifit Transzendenzgrad trdeg x A von A iiber k.

Bemerkung 8.14. Oft wird diese Definition nur fiir Kérper betrachtet. Eine Transzendenzbasis
von A iiber k ist auch Transzendenzbasis des Quotientenkorpers @ (A) iiber k, denn a und %
sind algebraisch abhéngig wegen des Polynoms X; Xs — 1

Beispiel 8.15. Sei A = k[X},..., X,,] der Polynomring, dann sind X, ..., X,, algebraisch un-
abhéngig. Tatséchlich ist X, ..., X,, eine Transzendenzbasis von A iiber k. In k ist a € k\ {0}
schon algebraisch abhéngig, denn es ist Nullstelle von X — a.

Definition 8.16. Fiir ay,...,a, € A bezeichnen wir mit k[ay, ..., a,] den kleinsten Unterring
von A, der k und aq, ..., a,, enthilt. Es ist

endlich

k [al, ...,an] = Z bi1 77777 ina’f Lt Clibn bi1 77777 in € k’ g A

Mit k (aq, ..., a,) bezeichnet man den Quotientenkorper von k [ay, ..., a,]

k(ay,...,a,) CQ(A)
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Lemma 8.17. Sei A nullteilerfreie k-Algebra. Sei ay, ...,a, € A. Dann ist die Menge

klay,...,a,] = {a €A

{a} st algebraisch
abhdngig tiber k (aq, ..., a,)

ein Teilring von A.

Beweis. Jedes Element a € k[ay, ..., a,] erfiillt eine Polynomgleichung

a—P(ay,...,ap)
X — P(ay,...,ap)

Seien nun a, b algebraisch tiber k (ay, ..., a,) (das heiBt, {a}, {b} jeweils algebraisch abhéngig).
Somit erfiillen a, b Polynomgleichungen mit Koeffizienten in k; == k (aq, ..., a,). Also

0
0

dim klkl [CL] < 00, dim kl[a]kl [b] < 00

und damit auch
dim 4, ky [a, b] < o0

Sei ¢ € ky [a, b]. nach Lemma 8.7 erfiillt ¢ eine normierte Polynomgleichung iiber k1, also ist {c}
algebraisch abhéngig iiber k. O]

Beispiel 8.18. Sei f = X? +Y? € k[X,Y] und A = k[X,Y]/{(f) = k[z,y] wobei z =
Xmod (f),y = Ymod (f). Dann ist {x,y} algebraisch abhéngig, aber {x} ist algebraisch
unabhéngig. k[x] = A, trdeg A = 1,y ¢ k[x] aber y € k[z]

Satz 8.19. Sei A nullteilerfreie k-Algebra.
(i) Jede algebraisch unabhingige Menge lisst sich zu einer Transzendenzbasis erginzen.
(i1) Jedes System von Algebraerzeugern enthdlt eine Transzendenzbasis.

(#ii) Der Transzendenzgrad ist wohldefiniert.

Beweis. Wie fiir Vektorrdume mit algebraischer Abhéngigkeit statt linearer Abhéngigkeit. [

8.3 Nullstellensatz

Satz 8.20 (Noethernormalisierung). Sei k ein Korper, B endlich erzeugte nullteilerfreie k-
Algebra vom Transzendenzgrad trdeg B = d. Dann existieren x,...,xq € B die algebraisch
unabhdngig iber k sind, sodass B endlich tiber k [z, ..., x4] ist. Mit anderen Worten, es existiert
ein endlicher injektiver Ringhomomorphismus

kX1, .., X,] = B
Xi — T;

Bemerkung 8.21. (i) k[Xi,..., Xy und B haben den gleichen Transzendenzgrad d und Di-
mension wegen Going-Up [B.11]
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(ii) Sei V eine irreduzible affine Varietdt. Nach Noethernormalisierung [8.20| existiert ein end-

licher surjektiver Morphismus
V — A?

wobei d = trdeg k [V] und dim V' = dim A%

Beweis von[8.20. Esist B = kY1, ..., Y,,] /p fiir ein Primideal p. Sei y; == Y; mod p. Falls m = d,
dann sind yi, ..., Y, algebraisch unabhéngig und p = 0. Somit ist B = k[Y1, ..., Y,,]. Fir d <m
zeigen wir die Aussage per Induktion nach m. Es geniigt also zu zeigen, dass B’ C B existiert,
sodass B endlich iiber B’ ist und B’ als k-Algebra von m — 1 Elementen erzeugt wird. Da
m > d existiert eine Polynomrelation 0 # f € k[Y1,...,Y,,] mit f € p und f (y1, ..., ym) = 0.
Seien 7, ..., 7y, € N. Setze z; == y; —yy* fiir i € {2,...,m}. Dann gilt f (y1, 22 + 12, ., 2m + Y1™).
Also ist (y1, 22, ..., zm) Nullstelle von

F (}/1, ZQ, ceey Z’m) = f (YI; 22 + }/{1, ceey Zm -+ }/{m) S k [}/1, ZQ, couy Zm]
Ein Monom a [ Y} in f induziert mehrere Terme in F, unter anderem den fithrenden Term in
Yi:

aY'lbl +roba+...4+Tmbm

Wenn die r; grofl genug sind und weit genug auseinander liegen, dann haben alle resultierenden
Monome unterschiedliche Grade in Y;. Eines davon hat den hochsten Grad

bY;" + kleinere Terme beziiglich Y}
Dann ist b~ F (Y1, 29, ..., 2,,) eine normierte Gleichung fiir Y} iiber k [2g, ..., 2,,]. Wir setzen
B =k(z,...,2m] Cklz2,....2m] 1] = B
Nach Lemma [8.7]ist y; ganz iiber k |29, ..., z,,,] und somit ist B endlich iiber B’ O

Satz 8.22 (Korpertheoretischer Nullstellensatz). Sei k ein Korper und k — E eine endlich
erzeugte k-Algebra. Wenn E ein Korper ist, dann ist E eine endliche Erweiterung von k.

dlmkE < o0

Beweis. Seid = trdeg . E. Nach der Noethernormalisierung [8.20]ist £ eine endliche Erweiterung
von k [X7, ..., X4]. Nach Going-Up ist

0=dimFE =dimk[Xq,..., X4 >d
und somit ist d = 0. Also ist E endlich iiber k. O]

Beweis des schwachen Nullstellensatzes[{.6 Sei k algebraisch abgeschlossen, I < k[Xq, ..., X,,]
maximales Ideal, dann ist E = k[X7, ..., X,,] /I eine endlich erzeugte k-Algebra und da I ma-
ximal ist, ist F ein Korper. Nach vorherigem Satz ist dim K < oo.

Behauptung. Es gilt £ =k

Beweis. Sei y € FE, dann ist k[y] endlich iiber k, also ist y Nullstelle eines nicht-trivialen
Polynoms f € k[X]. Da k algebraisch abgeschlossen ist, zerfillt f in Linearfaktoren

f:(X—al)(X—ad)

Somit ist y Nullstelle eines der Linearfaktoren, 0.B.d.A des ersten, und somit gilt y = ag € k.
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Sei nun a; das Bild von X; in E, also a; = X; mod I, also ist

<X1—CL1,...,Xn—CLn> g I

N J/
-~

maximal

Weil E = k gilt somit [ = (X — a1, ..., X;, — ap). O

maximal

8.4 Dimension

Lemma 8.23. Seien P C QQ Primideale von k[X, ..., X,], dann gilt
trdeg k [ X1, ..., X,] /Q < trdegk [ X1, ..., X,,] /P
Bewers. Der Homomorphismus
kX1, Xo] P — K [X1, s X0] /Q

ist surjektiv und somit sind Elemente, die modulo P algebraisch abhéngig sind auch modulo @)
algebraisch abhangig. Es gilt also

trdeg k [ X1, ..., X,,] /Q < trdegk [ X1, ..., X,)] /P

Angenommen trdeg k [ X1, ..., X,,] /Q = trdeg k [ X7, ..., X;,] /P. Sei o; := X; mod P, 5; = X; mod Q.
Sei 0.B.d.A fy, ..., B, eine Transzendenzbasis von k [/, ..., 5] dann sind die Urbilder ay, ..., a,
auch algebraisch unabhéngig und wegen der Gleichheit der Transzendenzgrade eine Transzen-
denzbasis von k[ay,..., .. Nun lokalisieren wir. Sei S = k[Xy,...,X,] \ {0}. Dies ist eine
multiplikative Menge. Es gilt SN P = SNQ =0, da X1, ..., X, algebraisch unabhéngig modulo

P beziehungsweise ) sind. Sei

E=S"%[X,..,.X,]=k(X,..,X,)
=k(ay,..., )
=k (617 '-'757')

und Sk [Xy,..., X,] /P = E[ay41, ..., o). Hierin sind a1, ..., a,, algebraisch iiber E. Nach
Lemma ist E [ayq, ..., ] ein Koérper. Also ist S™'P ein maximales Ideal. Es gilt aber

STTPCSQCSTR[XY, ..., X,
wegen S N Q = () im Widerspruch zur Maximalitit von S~!1P. n

Satz 8.24. Sei A nullteilerfreie, endlich erzeugte k-Algebra und k ein Kérper, dann gilt dim A =
trdeg . A. Insbesondere gilt dim A" = n

Beweis. Nach Noethernormalisierung existiert eine injektive endliche Ringerweiterung
KXy, .., X4 — A
Mit Going-Up ist somit
dim A = dimk [Xy, ..., X4] > d = trdeg A

Sei A =k[Xy,...,X,] /P fir P prim.
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Behauptung. dim A < trdeg ,A.

Beweis. Sei {0} = Qo € ... € Qaima eine maximale Kette von Primidealen. Sei Q; das Urbild
von ; in k[X7, ..., X,,], insbesondere )y = P. Nach vorherigem Lemma m gilt

trdeg k[X7, ..., X,] /Qo > trdegk [ Xy, ..., X,)] /@1 > ... > trdeg k [ X1, ..., X,1] /Qdima > 0

~~

A

und somit trdeg A > dim A
O

Beispiel 8.25. Sei f € k[X,Y] irreduzibel. Dann ist trdeg xk [X, Y]/ (f) = 1 und somit gilt
dim V' (f) = 1. Diese Varietdten heilen affine ebene Kurven.

Korollar 8.26. Sei V. C P" eine quasi-projektive Varietdt mat irreduziblen Komponenten
Vi, .o, Vi, dann gilt
dimV = maxtrdegk (V;) <n

Beweis. Es ist
dim V = maxdim V;

Somit geniigt es, die Aussage fiir V' irreduzibel zu zeigen. Sei n = dim V. Fiir eine Kette
WoCWiC..CW, =V

vom irreduziblen W;, quasi-projektiv betrachten wir eine affine Karte U, die W, enthélt. Dann
ist U; = W; NU # () affin und wir haben eine Kette

UDhCU, C...QU,=U
von affinen Varietidten und somit
dimU > dimV

Andererseits bekommen wir fiir jede Kette in U eine Kette in V' durch abschlieBen. Also dim U <
dim V' und damit
dimV =dimU = trdeg k (U) = trdegk (V)

maximal

A
prim-

(0)
Spec R = {p C R | p prim}
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Spec R, W

Krulldimension

f:R—>S

Spec R Spec S

Bemerkung 8.27. Nicht jedes Ideal von Kodimension 1 wird durch eine Gleichung beschrie-
ben. Es gibt eindimensionale Ringe, die nicht faktoriell sind.
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Beispiel 8.28.

Theorem (Krullscher Hauptidealsatz). Sei X eine irreduzible Varietit, g : X — A ein nicht
konstanter Morphismus, Z C V (g) eine irreduzible Komponente. Dann gilt

dimZ =dim X — 1
Bemerkung 8.29. Irreduzibel ist Notwendig.

Beispiel 8.30. V = V (XY),dimV = 1. Dann ist I (V NV (X)) = (XY, X) = (X) und
dimV AV (X) = 1.

Lemma 8.31. Sei A = k[X, ..., X4], A — B endlich und injektiv, B Integrititsring, b € B.
Dann ist b Nullstelle eines normierten Polynoms F = T™ 4+ a;T™ ! + ... + a,,. Wir fassen
Multiplikation mit b in B als Q (A)-lineare Abbildung Q (B) — Q (B) auf. Dann gilt

det (b) = +a;,
fir ein s € N insbesondere ist det (b) € A.

Beweis. Da A noethersch ist und B/A endlich, ist auch B’ = A[b] endlich iiber A. Also ist b
Nullstelle eines normierten Polynoms F' € A[T]. O.B.d.A. sei F irreduzibel iiber A.

Lemma (Gauss-Lemma). Sei A nullteilerfrei mit eindeutiger Primfaktorzerlegung, F € A|[T]
normiert, G € ) (A) [T] normiert und G|F, dann ist G € A[T]
Nach Gauss-Lemma ist somit F' irreduzibel in @ (A). Es gilt Q (B') = @ (A) [b] und dies ist ein
Q (A)-Vektorraum mit Basis 1,0, 07, ...,b" . Wir betrachten die Matrix M der Multiplikation
mit b

Q(B) 3 Q(B)
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0 0 0 —Qm
1 0 0 —Qm—1
M=|: . :
0 0 o1 —a9
0 0 ... 0 1— aq

B ist endlich erzeugt als A-Modul, also B = A|[b, by, ...,b,] fir endlich viele b;. Dann ist
Q(A)[b1,....,0,] = Q(B) und Q (B) /Q (A) ist endlich. Somit ist

Q(A) cQ(B)<cQ(B)

endliche Korpererweiterung. Die @) (A)-Matrix der Multiplikation mit b auf @) (B) ist Blockdia-
gonalmatrix

M
M
M
M

und somit ist det (b) = det (M)® = +a?, O

Theorem 8.32 (Krullscher Hauptidealsatz). Sei X irreduzibel und g : X — A' nicht-konstanter
Morphismus und Z irreduzible Komponente von V' (g) mit Z # 0, dann ist dim Z = dim X — 1

Korollar 8.33. Sei X irreduzibel, Z C X maximale irreduzible abgeschlossene Teilmenge.
Dann ist dim Z = dim X — 1.

Beweis. Sei 0.B.d.A X affin, dann ist Z =V (f1, ..., f,) fiir f; nicht-konstant. Wegen S C V (f1)
liegt Z in einer irreduziblen Komponente von V' (f;) und somit, nach Maximalitét, ist Z gleich
dieser Komponente. Somit folgt die Aussage aus dem Krullschen Hauptidealsatz [8.32] [

Korollar 8.34. Sei X irreduzibel, Zy C Zy € ... C Z, Kette von irreduziblen Teilmengen.
Sie kann zu einer Kette der Linge dim X erginzt werden. Insbesondere haben alle mazimalen
Ketten die gleiche Ldnge.

Beweis. Sei 0.B.d.A Z,, = X und Z, ein Punkt.

Behauptung. Ist dim Z; < dim Z; 1 — 1, so existiert ein Z; C Z C Z;14.

Beweis. Sei Z maximale irreduzible Teimenge von Z;,,, die Z; enthélt. Dann gilt dim Z =
dim Z;;1 — 1 und somit dim Z; C Z.

O

Beweis von[8.34 Sei X irreduzibel, g : X — Al nicht-konstant. Sei Z C V (g) irreduzible
Komponente. Wir Zerlegen V (g) = Z U Z; U ... U Z, in irreduzible Komponenten. Sei U C
X\ (Z,U...UZ,) affin mit UN Z # (. UN Z ist dicht in Z. Wir ersetzen X durch U und Z
durch ZNU. Es reicht somit, den affinen Fall zu betrachten. Sei Z =V (g), d = dim X. Nach
Noethernormalisierung existiert eine endliche Surjektion

T X y A




Wir suchen V (¢’) € A? mit 7 (Z) = V (¢'), denn dann gilt mit Going-Up
dimV (g) =dimV (¢') = trdegxk [V (¢')] =d — 1

Wir betrachten A = k[A?] = k[Xi,..., X4 und B = k[X] und setzen ¢’ = det (g). Nach
Lemma gilt ¢’ € A.

Behauptung. ¢ € (g) C k[X] =B

Beweis. Sei T™+a;T™ '+...+a,, das Polynom aus dem Lemma. Wegen —a,, = g (g™ ' + a;g™ 2 + ...

ist a,, € (g) und damit ¢’ = +a?, € (g).
Behauptung. /{g) Nk [X1, ..., Xa] = /(9"

Beweis. Nach erster Behauptung gilt /(¢’) C +/(g9) N k[X1,..., X4]. Sei nun h € /(g) N A,
also kN = a - g € k[X] = B. Anwenden der Determinante liefert

det (h)™ = det () - det (g)
——
g/
Weil h € A folgt, dass det (h) Potenz von h ist.
Somit ist
kX1, X /T(V (9) = K[X]/1(V (9))

endlicher injektiver Ringhomomorphismus. Nach Going-Up haben diese Ringe somit die
gleiche Dimension. Diese ist dim Z = d — 1. [

Theorem (Bézout). Seien C und Cy verschiedene irreduzible ebene Kurven in P2, dann hat
C1 N Cy, gezdhlt mit Vielfachheit, dy - dy viele Punkte, wobei d; = deg C; und dy = deg Cs.

Beispiel 8.35.

9 Graduierte Ringe und Moduln

Definition 9.1. (i) Sei A ein Ring. Eine graduierte A-Algebra ist eine direkte Summe

[o.¢]
s-@s,
d=0
von A-Moduln zusammen mit einer Multiplikation

p:SxS—S
mit p (Sp, Sp) € Spim die S zu einer A-Algebra macht A — S
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(ii) Sei S eine graduierte A-Algebra. Ein graduierter S-Modul ist eine direkte Summe
M = é My
d=—o0
von A-Moduln zusammen mit einer Skalarmultiplikation
i SxXM—m
sodass 1 (Sp, My) C M, 4, die M zu einem S-Modul macht.

(iii) Sei M graduierter S-Modul, [ € Z, dann ist M [I] := M mit der Graduierung M [l]; = M4q
graduierter Modul.

(iv) Ein homogenes Ideal von S ist ein graduierter Untermodul.

Beispiel 9.2. Sei A = k Korper, dann ist k[Xy,..., X,,] eine graduierte k-Algebra wobei
k[Xo, ..., X,], die homogenen Polynome von Grad d sind.

Lemma 9.3. Ist V C P} projektive Varietdt, so ist I (V') homogenes Ideal von k [Xo, ..., Xy,].

Beweis. Es ist

I(V) = {Zfd

fa homogen von Grad d}
endl.

abgeschlossen unter + und Multiplikation mit homogenen Polynomen.
I(V),=1(V)Nnk[Xo,....X,],; = {fa| fa homogen von Grad d}

ist graduierter Modul. Sei f; € I (V) homogen von Grad d, s, € k[Xo,...,X,],,, dann ist
fa-5m €1 (V)yim- O

Lemma 9.4. Sei S ein graduierter Ring, I < S homogenes Ideal, dann ist S/ = @, Sq/la
graduierter Ring.

Beweis. Es gibt eine surjektive Abbildung

™ I@Sd/[d—) S/I
d=0
sq+ 14 GSd/]dHSd—FI

Sei s = Y1 _sq € ker(m), also s € I, dann ist s; € I; und damit s = 0. Somit ist 7
[somorphismus O

Korollar 9.5. Sei V. C P" projektiv. Der homogene Koordinatenring
SV]=k[Xo, ..., Xu] /T (V)

ist k-Algebra
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Bemerkung 9.6. Notation S soll an ,symmetrische Algebra“ erinnern, denn k[ X1, ..., X,)]
Sym*V fiir V' ein k-Vektorraum der Dimension n wobei

Sym*V =< V x ... x V — k symmetrisch und multilinear
d

zum Beispiel ist
9 9 (1 1) (X
X? 42XV Y= (X V) (1 _1) (Y

Lemma 9.7. Ser R graduierter Ring, S C R eine multiplikative Menge, die aus homogenen
Elementen besteht. Dann ist ST'R graduierter Ring. Wir erhalten eine Bijektion von

I— 7 (1)

homogene Ideale - homogene Ideale
von ST'R I<RmitINS =10

ST 1
wobei m: R — ST'R, kompatibel damit, ,prim“ zu sein.
Beweis. Es ist

S

(S7'R), = {f e S'R ‘ fe Rdegs+d}

und -
STR=ED (S'R),
d=0
Die Bijektion ist wie bei nicht-graduierten Ringen. O]

Definition 9.8. Fiir P<R homogenes Primideal sei Rp := S™'Rmit S = {f € R\ P | f homogen}.
Dies ist ein lokaler graduierter Ring mit maximalem Ideal S~'P

Definition 9.9. Sei M endlich erzeugter graduierter Modul iiber S = k [X, ..., X,,], dann heif}t
Sy Z— 7 (9.1)
Hilbert-Funktion von M.

Satz 9.10. Sei M endlicher erzeugter graduierter k [Xo, ..., X,)]-Modul, dann existiert ein Po-
lynom Py € Q[Z] mit Py (d) = ®p (d) fiir d > 0. Dieses Polynom heifst Hilbertpolynom von
M. FEs gilt

deg Pyy =dim 'V (I (M))

wobei I (M) = {s € k[Xo,...,Xn] | s- M =0}

Beispiel 9.11. S = k[X] ist gradduiert mit Sy = k- X9 Es ist dim sy = 1 fiir d > 0 und
dim sy =0 fiir d < 0. Fiir M = S ist Py, = 1.
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Definition 9.12. Sei V' C P". Das Hilbertpolynom von V ist das Hilbertpolynom von S (V).
Ist Py (Z) = aqgZ% + ... + ag mit aq # 0, dann heifit d! - ay der Grad von V.

Bemerkung 9.13. Wegen I (S (V)) =1 (V), mit S (V) als k[X, ..., X,,]-Modul, gilt
d =deg Py =dimV

Wir werden sehen, dass im Falle ebener Kurven die Graddefinition mit der schon gemachten
iibereinstimmt.

Beispiel 9.14. Sei f = X;X; — X7 und M = S (V (f)). Beim Rechnen in M kénnen quadra-
tische Potenzen von X, eliminiert werden. Also hat M, die k-Basis X¢X ¢ fiir a € {0, ..., d}
und XXX, fiir b € {0,...,d — 1}. Also ist @) (d) = 2d + 1 und damit Py ;) = 27 + 1.
Das Polynom hat Grad 1 = dim V (f). Der Grad von V (f) =1!-2 =2 =deg f

Definition 9.15. Ein numerisches Polynom ist ein Polynom Q[Z] mit P (n) € Z fir alle
n e Z,n>0.

Beispiel 9.16. (g) = w hat ganze Werte fiir Z > 3.

Lemma 9.17. (i) Sei F' € Q[Z] numerisches Polynom, dann ist

F@ =) ra 7))+ ove

(ii) Sei f:7Z — Z eine Funktion, A(f)(n) = f(n+1)— f(n) sei ein numerisches Polynom
G € Q[Z] fir n > 0. Dann ezistiert P € Q [Z] numerisches Polynom mit P (n) = f (n)
fiirn >0

mit ¢; € 7.

Beweis. (i) Induktion iiber r. Hat F' den Grad 0, so ist F' konstant und die Behauptung gilt.
Allgemein lésst sich (f) entwickeln als

()-%
=+ ..
r rl

Daher ldsst sich F'(Z) eindeutig in der angegebenen Form schreiben mit ¢; € Q. Wir
betrachten A (F). Dies ist ein numerisches Polynom von Grad r — 1. Auflerdem gilt

A(Z):(Z+1)-...-(Z+1—r+1) Z(Z—-1)...-(Z—7r+1)

r 7! a 7!

2N k) [

. ;

Hieraus folgt A (F) = ¢ (r f

r

1) + ... + ¢,_1. Nach Induktionsannahme gilt ¢; € ZV0 <

¢ < r. Dann muss auch ¢, ganz sein.
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(i) Sei G = ¢q <f) 4+ ..+, mit ¢; € Z. Wir setzen F = o (r f 1) + ...+ (f) Somit

ist A (ﬁ) = (G und somit A (f — ﬁ) (n) = 0 fiir n > 0. Anders gesagt

Cyr=f(n+1)—F(n+1)
= f(n)—F(n)

fiir n > 0. Also folgt ¢,,1 € Z und F = F+ ¢r+1 ist das gesuchte Polynom.
O

Korollar 9.18. Ist F' ein numerisches Polynom F' = a,Z" +...+ay mit a, # 0, so gilt rla, € Z.
Lemma 9.19. Sei S = k[Xo, ..., X;)] und p<.S homogenes Primideal. Sei
0A—-B—-C—=0
eine exakte Sequenz von graduierten S-Moduln, dann ist
PDOIB)&P2OI(A) VvV PDOIC)
Es gilt
V(I (B)) =V {(A)UV((C)

Beweis. Es gilt I (B) CI(A)NI(C)und I(A)I(C) C I(B). Angenommen [ (B) C P und
I(A),I(C) ¢ P. Dann existieren s € I(A) mit s ¢ P und ¢t € I(C) mit ¢t ¢ P. Aber
st € I(A)I(C) C I(B) C P im Widerspruch dazu, dass P Primideal ist. Wenn umgekehrt
PO I(A)oder P2 I(C), dannist I (B) CI(A)NI(C)C P.Die Aussage tiber Varietéten
folgt, wenn man fiir P maximale Ideale betrachtet. O]

Korollar 9.20. Sei
0—-A—-B—>C—=0

eine kurze exakte Sequenz von graduierten Moduln. Wenn der Satz iber die Existenz des Hil-
bertpolynoms fir A und C' gilt, so gilt er auch fir B.

Beweis. Es gilt g (d) = 4 (d) + $¢ (d) fir d € Z. Gibt es Hilbertpolynome Py fiir A und Pp
fiir C, dann ist Pg .= P4 + P das Hilbertpolynom fiir B. Als Hilbertpolynome haben alle drei
positive Leitkoeffizienten. Also folgt aus dem Satz fiir A und C' sowie vorherigem Lemma [9.19]
dass

deg Pg = max (deg Py, deg P.)
=max (dimV (I (4)),dimV (I (C)))

=dim (V (1 (A) UV (I(C)))
= dimV (I (B))

61



Beispiel 9.21. Sei S =k [Xo,Xl] und B = S/ <XOX1> Dann ist I(B) = <XOX1> = <X0> . <X1>
und

0— X¢B— B— B/XqB—0
—A —C

ist exakt. Es ist Ay = k- X und somit @4 (d) = 1 fiir d > 0, also P4 = 1. AuBerdem gilt
Cy = k- X{ und damit ist ®p(d) =1 und Po = 1. Also ist P = P4+ Pc =1+ 1= 2. Des
weiteren gilt I (A) = (X;) und [ (C) = (Xo), womit I (B) =1(A)-1(C).

Satz 9.22. Sei M endlich erzeugter graduierter Modul iber S = k[Xo, ..., X,]. Es gibt eine
Filtrierung
0=M'CM'CM>’C..CM =M

durch graduierte Untermoduln, sodass
MM = (S/P) (1]

fiir homogene Primideale P; < S,l; € Z. Sei P C S homogenes Primideal, dann ist P D I (M)
genau dann, wenn P 2O P; fir ein i. Insbesondere sind die minimalen Primideale von I (M)
(die zu den irreduziblen Komponenten von V (I (M)) gehiren) genau die minimalen Elemente
von Py, ..., P.. Die Hiufigkeit mit der ein minimales P; vorkommt ist unabhdngig von der Wahl
der Filtrierung.

Bemerkung 9.23. Weder die Filtrierung noch die (nicht-minimalen) P; sind eindeutig.

Beweis. Sei m € M. Wir definieren
I(m)={seS|sm=0}

Dies ist ein homogenes Ideal. Wir betrachten die Menge {I (m) | m # 0 homogen}. Da S noethersch
ist, enthélt diese ein maximales Element I ().

Behauptung. I (z) ist Primideal

Beweis. Esist 1 ¢ I (z),dal-x =a # 0. Sei ab € I (z) und b ¢ I(zx), also abr = 0 und
bx # 0. O.B.d.A seien a und b homogen (sonst zerlegen wir @ und b in die homogenen Anteile).
Es gilt I () C I (bzr). Nach Maximalitit von [ (z) ist somit I (x) = I (bx). Da a € I (bx) ist
somit a € I (x).

Sei | = degx. Wir wihlen M' := (z) C M. Dann gilt M' = | S/I(x) | [I]. Nun wiederholen
——

Sz
wir die Konstruktion und finden eine Untermodul N C M /M I'yund definieren M? als das Urbild
unter der Projektion

M — M/M1
U U
M? — N

Induktiv erhalten wir
OCM' CcM?*C M3C ..
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Da M noethersch ist, endet der Prozess mit M = M". Die Aussage fiir homogene Primideale
P folgt aus Lemma [9.19] Sei P ein minimales Primideal, das I (M) enthilt. Wir lokalisieren
(im nicht-graduierten Sinne) an P und erhalten 0 C M} C M2 C M} C ... = Mp. Es ist
(S/P)p # 0 genau dann, wenn P; C P. Das heifit, die lokalisierte Kette hat so viele Inklusionen,
wie P; vorkommt. Die Unabhéngigkeit der Anzahl von der Filtrierung folgt, da die Anzahl mit
der Dimension dim (5,p), Mp iibereinstimmt, was eben davon unabhéngig ist. O]

Beweis von[9.10. Per Induktion iiber die Dimension von V (I (M)). Wegen Korollar und
Satz reicht es, den Fall zu betrachten, wo M = (S/P) [l], wobei P ein homogenes Primideal
ist. Die Operation [I] bedeutet z — z + [. Es reicht also sogar, den Fall S/P anzuschauen.

1. Fall Wenn P = (X, ..., X,,), dann ist S/P = k = M und somit ist ®,; (n) = 0 fiir n > 0.
Also ist Py = 0 und der Grad ist —oo und die Verschwindungsmenge V (P) = () hat
Dimension —oo.

2. Fall Wenn P # (X, ..., X,), dann sei 0.B.d.A Xy ¢ P. Wir betrachten die kurze exakte
Sequenz.

0— M2 M) — — 0

M//
~—~
—M[1]/XoM
wobei M = S/P und I (M) = P. Die Abbildung -Xj ist injektiv, da S/P nullteilerfrei
ist. Es folgt, dass @y (n) = Ppr(n+1) — Ppp (n) = A (Ppy) (n). Es ist

I(M") 2 I(S/P)+ (Xo)
~——

P
Wegen Xy ¢ P und Krulls Hauptidealsatz folgt
dimV (I (M")) <dim (V (P)NV (Xyp))
=dimV (P)—1
Mit Induktion iiber dim I (M) konnen wir voraussetzen, dass die Aussage fiir M” gilt.
Nach dem Lemma [9.17 existiert somit ein Hilbertpolynom P,; vom Grad deg Py + 1.

Auch der Fall dim V' (P) = 0 ist vom Beweis abgedeckt, denn dann ist V (P)NV (Xy) = ()
und P + (Xg) = (X, ..., X,,). Damit ist hier das Polynom konstant aber nicht Null.

]

10 Satz von Bézout

Satz 10.1 (Satz von Bézout fiir Kurven). Seien Cy, Cy C P? verschiedene irreduzible Kurven
von Grad dy und ds, dann hat Cy N Cy gezdhlt mit Vielfachheit genau dy - dy Schnittpunkte.

Bemerkung 10.2. In der iibung 10a haben wir gesehen, dass fiir CY C A% und Cy Gerade
C? N Cy < d; - 1. Schnittpunkte kénnen nach oo entweichen.

Definition 10.3. Seien C;, Cy C P2 Kurven, P € C; N Csy. Dann ist

7 (Cl, CQ, P) = dim kOCLp ®(9P2‘P OCQJD

die Schnittmultiplizitit von C7 und Cs in P.
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Bemerkung 10.4. Da die lokalen Ringe nur von einer affinen Umgebung von P abhingen,
kénnen wir fiir die Berechnung von i (Cy, Cy, P) eine affine Karte von P? betrachten, die P
enthilt P € A2 2 U; C Py. Sei CY := C; NA? und CY := Cy N A? und seien I (CY) = (f) und
I(CY9) = (g). Dann gilt

001,13 ®O]p2ﬂp OC’z,p = (k [X7 Y] / <fa g))I(P)

Esgilt CY9NCI=CiNCyNA?2 =V (f,g) und I (CYNCY) = +/{f,g). Die Schnittmultiplizitét
misst also den Unterschied von (f, g) und \/(f, g)

Lemma 10.5. Sind f,g € k[X,Y] teilerfremd, so gilt dim xk [X,Y]/(f, g) < oc.

Beweis. Nach Krulls Hauptidealsatz gilt dim &k [X,Y]/(f,g9) =2 — 2 = 0. Nach Noether-
normalisierung [8.20| angewandt auf

k= kX, Y]/ (f,9)

ist dies endliche Ringerweiterung und somit die Dimension endlich. O]

Lemma 10.6. Seien f,g teilerfremd. Dann gilt

dim ok (X, Y]/ (f,9) = > dimi (k[X,Y]/(f,9)1p)

PECINC2NA?
Insbesondere ist dim . (k [X, Y]/ (f, 9))py < o0
Beweis. Nach Filtrierungssatz fir den k [X,Y]-Modul M =k [X,Y]/(f, g) existiert
0=M°CM'C..CM =M
mit M*/M*' 2 k[X,Y] /P, fir P, 2 I (M) und P; C k[X,Y] prim. Es gilt I (M) = (f, g).
Behauptung. Sei Q<k[X,Y] prim mit Q 2 (f,g), dann ist Q@ = I (P) fiir ein P € C;NCyNAZ

Beweis. V (f,g) = C; N Cy hat Dimension Null, besteht also aus endlich vielen Punkten. Es
gilt @ D (f,g) genau dann, wenn V' (Q)) C V (f, g) nach Hilberschem Nullstellensatz Dies
ist genau dann der Fall, wenn V (Q) = P fiir ein P € C; N Cy N A% O

Die Menge der P; mit Vielfachheit ist somit unabhéngig von der Filtrierung, da alle P; minimal

sind. Es ist

dim k=Y dim M;/M;_,
N o’ i—1 H/_/

=r = ~k

= Z dim kM[(p)

PcCiNConA2
[
Definition 10.7. Sei f € k[Xo, ..., X,,] irreduzibel, homogen von Grad d. Dann heifit V (f) C
P" projektive Hyperfliche von Grad d.

Satz 10.8. (i) FirY C P nicht leer ist degY € Ny
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(ii)) WennY =Y NYs mit dimY; = dimY; =7 und dimY; NY; < r, dann gilt
deg = degY; +degY,
(7ii) degP™ =1
(iv) Sei H CP"™ Hyperfliche mit I (H) = (f) und f homogen von Grad d, dann ist
degH =d

Beweis. (i) Das Hilbertpolynom Py ist von Grad r = dim Y. Der Leitkoeffizient hat die Form
@ fiir ein ¢g € Z. Da'Y # 0 ist dim &k [Y],, > 0 fiir n > 0 und somit Py (z) > 0 fiir z > 0.
Also ist ¢g > 0.

(ii) Seien Iy, Iy die Ideale von Y},Ys, dann gilt [ = I (Y) = I(Y7) N1 (Y3). AuBerdem ist
V(L +L)=Y1NY, Mit S = k[P"] = k[Xo, ..., X,,] haben wir dann eine kurze exakte
Sequenz

a>—>(a,—(1)

0 s S/T VSIL @S/, —— S/ (I, + I,) —— 0

es folgt
Py = Psr = Ps1, + Psj1, — Ps)(1,+1,)
:PY1+PY2_PY10Y2
Wegen der Dimensionsvoraussetzung ist der Leitkoeffizient von Py

degY degl; degYs
T T T
7! 7! 7!

(iii) Fiir P = Pyx,,...x,] und d > 0 gilt dim & [Xo, ..., X,], = (d _7: n> und somit

z+n 2"

n

und somit degP" = 1.
(iv) Sei I (H) = (f). Betrachte

0 —— S[-d — S » S/{f) —— 0
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Definition 10.9. Sei Y C P" eine Varietét der Dimension » und H C P” eine Hyperflache, die
keine Komponente von Y enthélt. Sei Z eine irreduzible Komponente von Y N H. Dann ist die
Schnittmultiplizitét ¢ (Y, H, Z) von Y und H in Z definiert als die Vielfachheit, mit der I (Z)
in der Kette einer Filtrierung von M = S/ (I (Y) + I (H)) vorkommt.

Bemerkung 10.10. Diese Definition verallgemeinert die Definition fiir Kurven. Bemerke au-
Berdem, das jede ebene Kurve eine Hyperfldche ist

Satz 10.11 (Satz von Bézout). Sei Y C P" Untervarietit mit dim (Y) > 1 and H C P" eine
Hyperfliche, die keine Komponente von Y enthdlt. Sei Y N H = Z1 U ... U Z, die Zerlegung in
wrreduzible Komponenten. Dann gilt

Zi(Y, H,Z;)deg Z; = degY - deg H
j=1
Beweis. Sei I (H) = (f) mit f homogen von Grad d. Betrachte fiir S = k [Xy, ..., X,,]
0= S/I(Y)[~d5S(Y)—=M=0
wobei M = S/ (I (Y)+1(H)). Es folgt
PM(Z) :Py(Z)—Py(Z—d)

Wir vergleichen den hochsten Koeffizienten auf beiden Seiten. Sei degY = e,dimY = r, also

e
Py (Z) = FZT + elzr_l + ...

dann ist

Prz) =Pz —d) = <%2T e+ ) B <f| (z—d)" +e(z— d)ﬁl)

r—1

e _ e _ 4
=2 +e 1 2" +derz” Il — e
r! r!
der
— Zr—l
7l
de

wobei hier r — 1 > 0, d.h. dimY > 1 eingeht. Andererseits berechnen wir P,; iiber eine
Filtrierung
0O=M°CM'C..CM'=M

mit M?/M~' = (S/Q;) [l;] fiir Primideale Q;<S. Dann gilt Py, = Y_i_, P, wobei P; = Ps/0,)1)-
Wenn V (Q);) die Dimension r; und den Grad f; hat, dann gilt P, = fl, 2" 4+ ... Zum Leitkoef-
fizient von P,; tragen nur diejenigen Summanden P; mit r; = r — 1 bei. D1e zugehorigen Q);
sind nach Krulls Hauptidealsatz [8.32) genau die Koeffizienten die Primideale der irreduziblen
Komponenten von V(I (M)) =V (I (Y)+1(H)) =Y NH = Z; U...U Z,. Das heit, solche
Q; mit Q; = I(Z;) fiir ein j. Jedes solche @); tritt nach Definition i (Y H,Z;) mal auf. Der

Leitkoeffizient ist dann de(gLQl Also ist

degZ r—1
PM_ZP Z ] i(Y,H,Z;)z
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Korollar 10.12. Der Satz von Bézout fir Kurven folgt direkt: Die Z; sind die Punkte
C1 N Zy. Fir diese Punkte P ist deg P = 1.

Korollar 10.13. Sei C' C P" eine Kurve. Sei f € S (C) homogen von Grad m. Dann gilt

Zdim(’)p/ (f) =m-degC

pPeC

Beweis. Seien fi, ..., fs die irreduziblen Faktoren von f, dann ist

dim Op/ (f) = Zdim Op/ (fi)

also konnen wir 0.B.d.A. f als irreduzibel annehmen

Wir heben f von S (C) zu S = k[X, ..., X,] unter

S—% S(C) = S/I(0)
W W

fr—F
Setze H =V (f) CP". Dann ist I (H) = (f). Der Satz von Bézout liefert

> dim (S(C)/(f));p) = deg H - deg C

Falls P ¢ HNC, dann ist (S (C) /(f))p) = 0. O

Zwei Elemente g, f € S (C),, mit V (f)NV (g) = 0, dann ist ein Morphismus nach P! definiert
durch

@ :C — P!
P lg(P): f(P)]

Das vorige Korollar [10.13|rechnet das Urbild von [1 : 0] mit Vielfachheit aus, also deg f - deg C.
Hieraus folgt, dass ¢ endlich ist. Auerdem hat k (P') < & (C) den Grad deg f - deg C.

11 Elliptische Kurven und das Gruppengesetz
Sei char (k) =0

Definition 11.1. Eine Kurve £ C P? von Grad 3 ohne singulire Punkte (d.h. alle Punkte sind
nicht singulér) heifit elliptische Kurve.

Bemerkung 11.2. (i) Elliptische Kurven sind irreduzibel: Angenommen E = C;UC5y, dann
folgt nach Bézout C1NCy # 0. Jeder Punkt in C1NC5 ist singuldr. Das heifit Tp (C7 U Cy) =
A2,
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(i) Sei P € E mit E elliptische Kurve, dann existiert eine eindeutige Gerade L C P? durch
P mit i (E, L, P) > 1, nimlich L = TpE C P?

Tp (E)

Definition 11.3. Sei E elliptische Kurve und 0 € E ein Punkt.

(i) Fiir A € E sei A der Dritte Punkt auf der Geraden durch A und 0 geschnitten mit E.
Der Satz von Bézout liefert die Existenz.

o

I
e
I

o |

(ii) Fiir A, B € E sei R der dritte Punkt auf der Geraden durch A und B geschnitten mit F.
Wir definieren A + B = R.

Beispiel 11.4. Elliptische Kurve im komplexen und im Reellen.
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Satz 11.5. Diese Konstruktion definiert eine abelsche Gruppenstruktur auf der Menge der
Punkte von E, wobei 0 das neutrale Element ist.

Beweis. Zur Assoziativitat

(A+B)+C=S

Die Konstruktion (A + B) + C benoétigt vier Geraden Ly, Lo, L3, Ly wie im Bild. Ganz &hnlich
bendtigt A + (B + C) ebenfalls vier Geraden M;, My, M3, M. Wir wollen zeigen, dass

Eﬂ(IqUMQULg):Eﬂ(MlLJLQUMg)

und dies sind nach Satz von Bézout neun Punkte. Davon sind acht Punkte tatséachlich nach Kon-
struktion gleich und wir wollen die Gleichheit des neunten Punktes zeigen, weil dieser jeweils
(A+ B) + C bzw. A+ (B + C) ist. Da dimy k[X,Y, Z]3 = 10 und die Bedingung durch einen
Punkt zu gehen eine eindimensionale Bedingung ist, ist der Raum aller kubischen Gleichungen,
deren zugehdrige Kurven durch die besagten 8 Punkte gehen also zweidimensional. Dieser Raum
ist bereits von zwei der drei kubischen Gleichungen zu E, (L1 U My U L), (M; U Ly U Mj3) er-
zeugt. Daraus folgt, dass sich je zwei dieser Kubiken in den gleichen 9 Punkten schneiden und
die Assoziativitét ist fiir den Fall bewiesen, wo diese 9 Punkte verschieden sind. Die Menge, wo
sie verschieden sind ist Zariski-dicht und die zwei Konstruktionen (A+ B)+C und A+ (B+C)
liefern zwei Morphismen F x E x E — E, welche auf einer Zariski-dichten Menge gleich sind.
Damit sind sie dann iiberall gleich. O
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