Matematisk statistikk hosten 2008.

Lgsningsforslag gving 4

Oppgaver fra boka:

8.13 / 8.2: 13

Nar man skal regne ut s2 kan det lgnne seg & begynne med & skrive om s? (se ogsa side
199) f.eks. til:
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For de oppgitte dataene far vi z = 70, 2,;/20 = 53.3/20 = 2.665 og 2%, x? = 148.55 som
gir
2 _ 1
20—
Empirisk standardavvik (=estimert standardavvik) blir da: s = 1/0.342 = 0.585. (Alterna-
tivt kan man finne dette direkte pa kalkulatoren...)

557 (148.55 — 20 - 2.665”) = 0.342

8.14 / 8.2: 14

a) Legger til en konstant c til alle data x1,...,x,: Dataene blir da z1 +¢, ..., z, + ¢, mens
gjennomsnittet blir 4+ ¢. Far da:

n n
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Skpe= ) Y(@ite)=(@+0)=—=> (= —2)°=5%
n=1i3 n—1l =
b) Multipliserer alle data z1, ..., , T, med en konstant ¢: Dataene blir da cx1, ..., cx,, mens

gjennomsnittet blir c¢z. Far da:
n
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8.21 / 8.5: 5
Siden o3 = SD(X) = y/Var(X) = \/o2/n=0/\/n og pgx = E(X) = p far vi med n = 40,

o =15 og u = 240 (som gjelder dersom maskinen er korrekt innstilt!) at maskinen ansees
for a vaere korrekt innstilt dersom malt gjennomsnitt av 40 er i intervallet

[z — 205, g + 20%] = [240 — 2 15/1/40, 240 + 2 - 15/V/40] = [235.3, 244.7]

Siden 236 er i dette intervallet gjorde de rett i henhold til kravet sitt.

Merk forgvrig at fra tommelfingerregelen om at ofte vil rundt 95% av malingene ligge
i et intervall pluss/minus to standardavvik fra forventningsverdien far vi her at dersom
maskinen er korrekt innstilt er det rundt 95% sannsynlighet for a fa en verdi i det aktuelle
intervallet.

9.81 / 9.15:1

Kanskje litt uklart formulert oppgavetekst i denne oppgave. Nar man sier at x1,...,Z, er
en Bernoulli-prosess (eller utfall i en binomisk forspksrekke) med parameter p, betyr dette
at x1,...,x, er utfall av 0-1 variable X,..., X,, med fordeling

f@)=p"1-p" z=01

(dvs P(X =1)=pog P(X =0)=1—p). Vifar da
avh. T T s
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Sjekker at vi har funnet maksimum:
Pl(p;x1,...,, ”
W = e Z — <n — ZIL <0  dvs maksimum!
p p) =

Vi kan ogsa undersgke om estimatoren er forventningsrett. Merk forst at E(X) = >, o f(x) =
0(1 = p) + 1p = p. Dermed:

R 1 n 1 n 1 n
:E[g;Xﬂ = ;;EXi = g;P:

Vi ser at E[p] = p. Det betyr at estimatoren er forventningsrett.



9.82 / 9.15: 2 vart uttrykk med konstanleddet i en gammafordeligne med o = 3/2 og 8 = 5. Vi far da

a) at: \/ik - )
5 = (G T6/2)
L . T . T B-1_—az? m3/ 2b
(@ B 21, ) = Hf(zt,a,ﬁ) - Haﬂzi e Dvs vi far at konstanten k ma veere:
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) 7.9/7.3:9
n n
e, Bs21,..my) = InL(a, B;21,..2,) = nln(a) + nln(8) — QZTf + Zln(mffl) 32 250
== flay=q &7
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= nln(a)+nn(B) —a) z/+ (-1 In(x;
(@) @ ; s ); (®) a)MedY =X +4farviX =Y -4 =w(Y) og w'(Y) =1 som gir
Siden vi her skal optimere over to parametre, o og  ma vi lgse ligningene % =0 og gy) = fly—4)-1= 3723 Ly >4
dl(a”@ ) =0 samtidig, dvs lgse ligningsettet: )
b)

PO >8) = [Totdy = [0 = e = g 02
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Forste ligning gir et enkelt uttrykk for o (a« = n/ 37 1? ) som vi kan sette inn i andre

. 2 . Oppgave 1:
ligning og sa prove a lgse denne med hensyn pa (3. Denne ligningen lar seg imidlertid ikke

lgse analytisk, numeriske metoder ma brukes for & finne en lgsning. a) | 10 15 10 15
E(i) = D BXG)+ ) E)) pt ) u = —[10u +15p) = p
7.7 7.3 7 ’Z Z 252 ZZ =
6 1
E(a2) = 7E X)+ E Y u top=p
f) = { kv?exp(—bv?) v >0 (B2) %) )= 7 7
0 sellers Dvs begge estimatorene er forventningsrette.
2w dv 1 2 1
W:%TYLV27 VEAN T dw T 5 g m T e 1 10 15
Var(jiy) = Vdr( ZX +ZY]) 2Var[ZXi +3 v
2w, dv 2w 2w 1 V2k 1/2 2b 25 i i=1
g(w) = \ | =k —ex p(fb—) = —Lw /' exp(——w) ,w>0
dw m V2w md/? m uavh. 1
= —Z[Z Var(X;) + ZV()I = [10 0.01 + 15 - 0.09] = 0.00232
Hvis vi skriver om uttrykket litt: P
6 1 _
Var(fiz) = Var(oX + =Y) u‘Wh ) Var(X) + (= )ZVar(Y)
(w) LIS (-2 6(7)01 71 0.09
g =Rt SPimw = (2= 4 (2)2== = 0.000857
" " 7 To +(7) g = 2000857

ser vi at dette er en gammafordeling med o = 3/2 og 8 = ;.

Siden begge estimatorene er forventningsrette og Var(fi1) > Var(fiz) er fig den beste

At det er en gammafordelingen ser vi fra formen pa leddene hvor variabelen w inngar. estimatoren.
Hvilken verdi konstanten & har kan vi na bestemme ved a sammenligne konstantleddet i



b) Siden vi gnsker en forventningsrett estimator ma:
E(f) = aE(X) +bE(Y) =ap+bu=p

Dvs vi ma ha a + b = 1. Videre gnsker vi en estimator med minst mulig varians. Estima-
torens varians blir:

; _ - .01 E
Var(ft) uavh. a?Var(X) + b*Var(Y) = aQ% b? 01(:9
5

= 0.001a® + 0.006b*

Dvs for a finne den forventningsrette estimatoren med minst mulig varians, ma vi finne de
verdiene @ og b der a + b = 1 og som minimerer 0.001a> 4 0.006b?. Setter viinn b=1—a i

dette uttrykker far vi at vi ma minimere:

V(a) = 0.001a% 4 0.006(1 — a)? = 0.007a% — 0.012a + 0.006
V(@) = 0.014a —0.012 =0
0.012 6
Q@ = — = —
0014 7
1
= b=1--==2
T

Dvs vi ser at fip fra punkt a) er den beste forventningsrette estimatoren i dette tilfellet!

Oppgave 2:
a) Med Y = 2X/f far vi X = BY/2 = w(Y') og dermed w'(Y) = (/2 slik at transfor-
masjonsformelen gir:

1 . 1 _,
o) = FlulyDlur(y)| = ge A2 = Zer

Dersom vi setter v = 2 i sannsynlighetstettheten til y?-fordelingen far vi:

7//2—16—1'/2 v=2 1 2/2—16—2/2 — 16—1/2
2

f(z) = 2rrE”

1
T 2RTw2)"

dvs vi ser at fordelingen til Y er en x3-fordeling.

b) Resultatet sier et en sum av uavhengige y2-fordelte variable er x?-fordelt med parameter
(“frihetsgrader”) lik summen av parametrene i fordelingene til enkeltvariablene. Dvs i vart
tilfelle vil Z = 7, Y; = 2(X1, X;)/B vaere x>-fordelt med parameter S, 2 = 2n, dvs
Z er x3,-fordelt.

c) Z=2V/B =w(V) og dermed er w'(V) = 2/83. Siden Z er x3,-fordelt far vi na:
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og sammenligner vi dette med gammafordelingen

_ 1 a—1_—z/8
1) = For@y ™ e

ser viat V = >"iL; X; er gammafordelt med o =n og B = 5.

Vi har altsa her vist resultatet at en sum av uavhengige identisk eksponensialfordelte vari-

able er gammafordelt med o = n og 3 = f3.

Oppgave 3:

La X betegne resultatet av en maling med metode 1 og X5 betegne resultatet av en maling

med metode 2.

a)
4.0 —-4.3
P(X;1<40) = P(Z< T) = P(Z < —0.60) = 0.2743
P(Xo>p+os) = 1-P(Xo<p+oy)=1-P(Z< “Jrzﬂ)
2
= 1-P(Z<1)=1-0.8413 = 0.1587
b)
Lp) = [[f@iw) = fl@m)flosw)
i=1
= L @meween L eaw2/(203)
V2roq V2mog
= b ew/ed)(ea-w)?/(203)
2mo109
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l(p) = InL(p)=1In(1) — In(2ro102) — (@1 2#) _ (@ ZN)
207 205
Deriverer denne med hensyn pa p og setter lik null:
Mp) _ 2w -p)(=1) _2Am2—p)(-1) _
o 202 203
Ty —p T2 — [
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o? + o3
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A B A
ghuitoiey = o3ptoip
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r= (r% + U%



E(i) — B 03X1+0iXa\ _ o3E(X1) + 07B(X2) _ oju+ofp _
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d) Siden /i er en lineserkombinasjon av de to uavhengige og normalfordelte variablene X;
og Xs er ogsa ji normalfordelt. Med forventning og varians som regnet ut i ¢) far vi at

A=y
2,2
2
o1+o;

~ N(0,1)

og et konfidensintervall finner vi da ved:

a—p
P(=zqp2 € ———= < 2402)
[ 919
U?‘FUE
O'U
P( za/2\ 1+ _P‘fﬂgza/Z O'lJrfT) = l-a
/ ‘71‘72 —
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Med a = 0.05 far vi at z,/p = 20.025 = 1.96 og et 95% konfidensintervall er gitt ved

= l-a

2 2 2 2
{/2—1.96 1T 4196y | o
o5 o1 + 03
Innsatt observerte tall far vi at %@ =4.220 og 2% p +0 00—552;; = 0.0345

som gir konfidensintervallet:

[4.220 — 1.96 - V/0.0345, 4.220 + 1.96 - v/0.0345] = [3.86,4.58]



