Matematisk statistikk hosten 2008.

Oving 4

Laereboka, 8. utgave: Oppgave 8.13, 8.14, 8.21, 9.81*, 9.82, 7.7 og 7.9

Laereboka, 7. utgave: Kap. 8.2:  Oppgave 13, 14
Kap. 8.5:  Oppgave 5
Kap. 9.15:  Oppgave 1%, 2
Kap. 7.3:  Oppgave 7, 9
*) At x1, ..., x, er utfall fra en Bernoulli-prosess betyr at x1,. .., x, er utfall av 0-1 variable
X1,..., X, med fordeling f(z) = p*(1 —p)=*) |z =0,1

Oppgave 1:

For a fastsla pH-verdien i et vann best mulig har man gjort en serie med malinger. De
10 fgrste malingene, X7, ..., X179, ble utfort med et apparat hvor man vet at resultatet av
malingene er N (u,0.01)-fordelt. Her er u den ukjente pH-verdien vi gnsker & ansla.

Etter 10 malinger sluttet dette apparatet a fungere, men man gjorde i tillegg 15 malinger
Y1,...,Y15 med et reserveapparat hvor malingene er N (u,0.09)-fordelt.

Man lurte etterpa hvordan man skulle kombinere resultatene fra de to maleseriene til en
best mulig estimator for pu. To estimatorer ble foreslatt:

Y

>

+

NI

1 do 15 6
= Xi+> Y)  og  fa=:
%S i=1 7

a) Vis at begge estimatorene er forventningsrette.
Regn ut begge estimatorenes varians.
Hvilken estimator er best?

Finnes det enda bedre estimatorer?

b) Ta utgangspunkt i estimatoren i = aX + bY, og finn de verdiene a og b som gir
den beste mulige forventningsrette estimatoren.

Oppgave 2:

La X vere eksponensialfordelt med forventning 8. Dvs
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a) Bruk transformasjonsformelen til & finne fordelingen til Y = 2X/4.
Vis at denne fordelingen er en x3-fordeling.

Anta na at vi har n uavh. eksponensialfordelte variable X7, ..., X,, med forventning [3.

b) Bruk resultatet om fordelingen til summer av x2-fordelte variable pa side 34/35 i
formelsamlingen til & finne fordelingen til Z =31 V; = 2311, X;)/08

¢) Bruk transformasjonsformelen til a finne fordelingen til V = Y1 | X;.
Hvilken kjent fordeling er dette?
Hvilket kjent resultat fra pensum er det vi har vist na?

Oppgave 3:

To ulike metoder brukes til & male oljekonsentrasjon i vannet neer en borerigg. La u betegne
den sanne oljekonsentrasjonen i vannet (malt i passende enheter). Det er kjent at forste
malemetode gir maleresultater som er normalfordelte med forventning p og standardavvik
o1, og andre malemetode gir maleresultater som er normalfordelte med forventning p og
standardavvik oo.

a) Dersom p = 4.3 og o1 = 0.5, hva er sannsynligheten for at forste malemetode gir en
verdi under 4.07

Hva er sannsynligheten for at andre malemetode gir en verdi stgrre enn u + 02?

La X7 betegne resultatet av en maling med metode 1 og X5 betegne resultatet av en maling
med metode 2. Vi gnsker a kombinere resultatene av to slike malinger til en felles estimator
for u. Anta at X7 og Xy er uavhengige og at o1 og o3 er kjente.

b) Vis at sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren (SME) for p basert pa de to
malingene er
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¢) Undersgk om estimatoren fi er forventningsrett.
Vis at variansen til estimatoren kan uttrykkes:
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d) Ta utgangspunkt i estimatoren [, og utled et 95% konfidensintervall for oljekonsen-
trasjonen . (Hint: Husk at X7 og X er normalfordelte og at o1 og o2 antas kjente.)
Regn ut intervallet numerisk nar x7 = 4.41, xo = 4.19, 01 = 0.5 og 09 = 0.2.

Noen fasitsvar:
8.2:13/8.13 0.585; 8.5:5/8.21 Ja; 9.15:1/9.81 Z?:l Xi/n
9.15:2/9.82 a) (af)"e " 2™ [, PN

b) n/a—3" x‘f =0n/B—ad i, xf In(z:) + Y0 In(x:) =0
7.3:7/7.7 Y2 w3~ exp(— Lw); 7.3:9/7.9 a) 32/, y > 4 b) 1/4;

1 a) 0.00232 og 0.000857, dvs fiz best; b) a =6/7 ogb=1/7; 2 ¢) Gammafordeling med o =n og 8 = f3;
3 a) 0.2743 og 0.1587, d) [3.86,4.58]




