Matematisk statistikk hosten 2008.

Lgsningsforslag gving 3

Oppgaver fra boka:
6.40 / 6.10: 2

X =vannforbruk er gammafordelt med oo = 2 og = 3.

P(X>9) _ & 1 2-1 71/3(1"*1 m,,fz/?)d,
= )y wre)t ¢ Ty, e

1 1 [o :
= Sle(-e R - [) 3¢ dx

1 1 o . .
= §27e_3 + 5[4)(”“]30 =3e % +ed =460 = 0199

6.43 / 6.10: 5
a)E(X)=a8=2-3=0o0g Var(X) =ap®>=2-32 =18

6.46 / 6.10: 8
Levetid T for bryter eksponentialfordelt med forventning 5 = 2 ar.

Sannsynlighet for at én av bryterne svikter i lgpet av ett ar:
L _ty _1 1
P(T<1):/ Be Sdt =[—e Bflg=1—e 5 =1—e"2=0.3935
0

Innstallerer 100 brytere. X = antall brytere som svikter 1. ar.
X ~ B(100,0.3935)
Den enkleste maten & ga frem videre pa er a bruke tilnserming til normalfordeling (god
tilngerming her siden np = 100 - 0.3935 > 5 og n(1 —p) = 100 - (1 — 0.3935) > 5). Vi bruker
da at
X - E(X) X —np X —100-0.3935
= = = ~ N(O, 1)
VVar(X)  /np(1—p) +/100-0.3935 - (1 — 0.3935)
304 0.5 —-39.35
4.8852

A

P(X <30)~ P(Z < )= P(Z < —1.81) = 0.0351

6.47 / 6.10: 9
a) For Weibullfordeling med parametre o og 3 har vi at E(X) = a~/T(1 + %) Dvs

B(X) = 0570(1+ ) = V2 T(3) = Va(5 ~ )(3) = \/g P

b)

6.54 / 6.10: 16

Vi bruker at nar X er lognormalfordelt sa er In(X) normalfordelt og far:

P(X >270) = 1- P(X <270) = 1 — P(In(X) < In(270))
1 P(ln(XQ) -4 < ln(27§) - 4)

= 1-P(Z<080)=1-0.7881 = 0.2119

6.55 / 6.10: 17

For lognormalfordeling har vi at E(X) = e#t7°/2 og Var(X) = ¢2(t0®) — ¢20+0® som her

gir at

=~

E(X) = 2%/2 = ¢6 =403,
Var(X) = X2 _ 2442° — (16 _ (12 _ gy9s355 7

6.56 / 6.10: 18

a) La X vere antall biler som kommer til krysset i lgpet av et minutt. Fra opplysningene
i oppgaven har vi at X er Poisson-fordelt med forventning 5 slik at:

P(X >10) =1— P(X < 10) "2 1 - 0.9863 = 0.0137

b) Her skal vi regne ut sannsynligheten for at det gar mer enn 2 minutter for det er kommet
10 biler til krysset. Dette kan regnes ut pa to mater.

Den ene (og enkleste) maten a regne ut dette pa er a definere Y som antall hendelser i
intervallet [0,2] og regne ut P(Y < 10) (at det tar mer enn 2 minutter for bil nummer 10
kommer er det samme som at det kommer feerre enn 10 biler i lgpet av de 2 minuttene).
Vi har at Y er Poisson-fordelt med forventning A\t = 5 -2 = 10 og far:

P(X <10) = P(X < 9) "&!

0.458

Den andre maten er a definere S1g som tid til bil nummer 10 kommer til krysset og regne
ut P(S10 > 2). Vi vet at tid til hendelse nummer 10 i en Poisson-prosess med A = 5 er
gamma-fordelt med parametre a = 10 og 3 = 1/5 (sum av 10 eksponensialfordelte variable
med forventning 1/5). Vi far da:

2 9 )
P(S10>2) = 1-P(Sp<2)=1- /U 7T (@) s*lem*/ds
2 1 i 0 5100 4
~ - S T ,5Sd u7:5517 “y10-1 ~Udu/5
o o o sh
10 ,,10—1
= 1 [ L _erugy A 549 — 0.458
o T(10)



6.57 / 6.10: 19

Tid mellom hendelser i en Poisson-prosess er eksponensialfordelt med forventningsverdi
1/A=1/5.

a)

b) E(X)=f8=1/5=02

Oppgaver fra notatet om ordningsvariable og ekstremvariable:

Oppgave 1:

Vi har et paralellsystem av to uavhengige komponenter, hvor levetiden til hver av kompo-
nentene er eksponensialfordelt med parameter A.

Fx,(t) =1 —exp(—At)

Figure 1: Paralellkopling av to komponenter

Vi lar levetiden til systemet betegnes ved V. Vi skal forst finne fordelingen til V. Systemet
fungerer dersom minst en av komponentene fungerer.

Fy(v) = PV <w)=Pmax(X;,X2) <v)=P(X1 <vnNXy<v)
Yah p(Xy <v) - P(Xy <v) = (1 — e )2
= 12N eV
frw) = Fyw)=2xe —22e T =2\(e ™ — ) >0
Forventningsverdi:

E(V) /OOO vfy(v)dv = /OOO V2™ — 72y

2/00 oA —*”—/m ore2v —ol L _ 3
A vAe A v2)Xe =23 2)\7@

Merk at vi “kjenner igjen” de to siste integralene som uttrykkene for forventningsverdien
for eksponensialfordelte variable med hhv parameter A og 2\, og dermed vet hva de blir.

Oppgave 2:

Vi har et seriesystem av n uavhengige komponenter hvor levetiden til komponent i er
Weibullfordelt med parametre a og 3:

B

PX;<z)=Fx,(x)=1-¢" ,2>0

e e -]

Figure 2: Seriekopling av n komponenter

Vi lar levetiden til systemet betegnes ved U. Vi skal forst finne fordelingen til U. Systemet
fungerer kun dersom alle komponentene fungerer.

Fy(u) = PU <u)=Pmin(X;,Xo,...,X,) <u) =1— P(min(X1, X, ..., Xp) > u)
Uah- g _ H PX;>u)=1- He_"‘“@ =1— ¢’
i=1 =1

Vi ser at dette er en Weibullfordeling med parametre no og [.

For Weibullfordeling med parametre o og 3 har vi at E(X) = o~ /fT(1 + 1). Dvs for en
enkelt komponent har vi at
1
E(X) =0.17/951(1 + o5) =100 T(3) =100 2! = 200

For hele systemet far vi

1 1 2
E(U) = (n-0.1)~/050(1 + 55) = 3100 T(3) = —

Oppgave 1:

Regner fgrst ut den kumulative fordelingsfunksjonen til X:
T
Fx(z) = / AeMdt=1—e for x>0
0

Skal finne sannsynlighetstettheten til V' = max (X1, X2) og regner forst ut fordelingsfunksjo-
nen:

Fy(v) = P(max(X1,X2) <v) = PXi1<vnXy<w)
vwh p(x < v)P(Xy <v)
= Fx()?=(0-e)?=1-2" 42V
Dvs. sannsynlighetstettheten til V' blir:

fr(w) = F (v) = 22 — 222V



E(V) =/ v(2Xe™ — 22 Pdy = 2/ vAe Ndy —/ v2 e Py
0 0 0
1 3

rr_3
X2 2h

Vi har at E(X) = [¢° xhe Mdy = %7 dvs. vi har at E(X) < E(V) < 2E(X) som ventet da
V er den stgrste av to X-er. Siden V = max(X7, X3) vil vi forvente at E(V) > E(X) og at
E(V) < E(X; + X2) = 2E(X).

Oppgave 2:

a) Finner forst:
z 2 2 2
Fx(I) — / 0.0271,670'01“ du = [_670.01u ] =1 670,011
JO

Har videre:

Fy(u) = PU <wu)=P(min(X, X2, X3) <u)=1— P(min(X;, Xo, X3) > u)

vavh ) _ P(Xy > u) - P(Xy > u) - P(X3 > u) = 1 — [L — Fy(u)]?
— 1— [670.01152]3 —-1— 670.03152

Eventuelt kan vi ogsa regne ut sanns. tettheten:
fo(u) = Fly(u) = 0.06ue% 4 >0
b)
P(X<5) = Fx(5)=1-¢%00% = 0221
P{U<5) = Fy(5)=1-e 005 =58
c) Dersom vi sammenligner sannsynlighetstetthetene i a) med Weibull-fordelingen,
flz) = aﬁxﬁ_le_‘”g s >0,

ser vi at X er Weibullfordelt med o = 0.01 og 5 = 2, mens U er Weibullfordelt med av = 0.03
og 3 = 2. Fra uttrykket for forventningsverdien i Weibullfordelingen, E(X) = a1/ F(l—&-%)
far vi da

Je
X
|
S

1 1.1 1

0.017Y2r(1 + 3= 0.01—1/2§r(5) = 0.01—1/25\/% =88
1 1.1 1

E(U) = 0.0372T(1+ )= 0.03*1/2§r(§) = 0‘03*1/25\/5 =51

[\

Oppgave 3:

a) Antall telefoner per time er Poissonfordelt med forventning = At =6-1 =6, dvs

tal%ell

P(X>6)=1-P(X <6) 1—0.6063 = 0.3937

ot

b) Tid til forste hendelse i en Poisson-prosess er eksponensialfordelt med forventning 1/\ =
1/6. Merk ogsa at 10 minutter er 1/6 time. Dvs
Voo e 6211/6 1
P(T < 1/6) :/ 6e 57 da = [—6e 510 = ' + 1 = 0.6321

0

(Alternativt kan oppgaven lgses ved & se pa sannsynligheten for minst en hendelse i et
10-minuttsintervall)

c) Tid til andre hendelse i en Poisson-prosess er gammafordelte med parametre a = 2 og
B =1/X=1/6. Siden 20 minutter er 1/3 time far vi da:

73 1 2.1 —2/(1/6) 173 —6a
P(Sy<1/3) = /0 Wz e dz = /0 36ze” " dx

1/3
= [76xe’6’”](1]/3 - / (—6e~5%)dx

0
= —2e 2[5 = 972 _ o724 1 = 0.5040

Alternativt kan vi lgse oppgaven ved & definere Y=antall telefoner i [0,1/3], Y er da Poisson-
fordelt med forventning = At = 6 - (1/3) = 2. Dersom det tar mindre enn 20 minutter til
andre telefon, betyr dette at det kommer minst 2 telefoner i lgpet av de 20 fgrste minuttene
(1/3 time) og vi far:

talgell

P(Sy<1/3)=P(Y >2)=1-P(Y <1) 1 —0.4060 = 0.5940

d) Antall telefoner i lgpet av 7.5 timer er Poissonfordelt med forventning pp = A\t = 6-7.5 =
45. Vi kan i prinsippet bruke dette til a regne ut P(X > 50) eksakt, men her er det enklere
a bruke tilngerming til normalfordeling. Siden g > 15 er normaltilneermingen god, og vi far
X —45 < 50+0.5745)

Vs T VA
= 1-P(Z<0.82) =1—0.7939 = 0.2061

P(X >50) = 1—P(X <50)=1-P(

e) Antall hendelser i ethvert intervall av lengde ¢ i en Poisson-prosess er Poissonfordelt med
forventning A¢, dvs antall telefoner i lgpet av 10 minutt = 1/6 time er Poissonfordelt med
forventning = 6-(1/6) =1, dvs
10
P(X =0)= ae*1 =0.3679

f) Siden Poisson-prosessen er “hukommelseslgs” har hva som har skjedd de foregaende 10
minuttene ingen innflytelse pa hva som kommer til a skje de neste 10 minuttene - dvs
sannsynligheten for ingen telefoner de neste 10 minuttene er den samme som sannsyn-
ligheten for ingen telefoner i et vilkarlig 10 minutts intervall, dvs 0.3679.

g) La T vare funksjonstiden. T er da eksponensialfordelt med forventning 6.5, og vi skal
finne P(T > 2.1+4|T > 2.1). Pga at eksponensialfordelingen er “hukommelseslgs” er dette
det samme som P(T > 4), og vi far

o 1
P(T > 4) = / ﬁe*‘/"‘ﬁdt = [—e t/09)30 = ¢4/65 — 054,
4 .



