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Losning 1.1

Fra definisjonen av Reynoldstall:

. —4
Vigiy = R/ — 2300-0.135:107 s — 0.207 m/s

Losning 1.2

Finn forst fra definisjonen av Reynoldstall hvilken verdi av viskositeten som tilsvarer det omtrentlige
omslagspunktet mellom laminar og turbulent strgm:

_ VD _4_Q _ 48501075 o, _ 10-6 m2
Vit = Reen = 7 RepD — 7 2300-0.08 M Is = 5.88-107°m?/s

Stremmen blir lamingr for hgyere v-verdier, og turbulent for lavere:

a) Hydrogen: v/ Vit = 18 = laminer
b) Luft: 2.6 lamineer
c) Bensin: 0.07 turbulent
d) Vann: 0.17 turbulent
e) Kvikksglv: 0.02 turbulent
f) Glyserol: 202 laminaer
Losning 1.3

| regninger av dette slaget lgnner det seg ofte & innfare referanseverdier for stgrrelsene som varierer, for &
spare arbeid ved gjentagelser:

Re— 4 Q@ _4__ 0.001 ( Q ): 477( Q )

TDv ~ T0.03-89-10-° \0.001 m%/s 0.001 m%/s
a)
@ = 11/s medferer Re = 477 og derfor laminzr strgm:
L. ~ 0.0568 DRe = 0.058-0.03-477m = 0.83m
b)
@ = 30 1/s medfarer Re = 14300, og da er stremmen turbulent:
L. ~ 4.4-0.03(14300)"/°m = 0.65m
Losning 1.4

Regn bade for laminar og turbulent stram, og sjekk hvilket svar som gir konsistens.

: - o L. 0.15 _
Hvis laminr: - Re ~ G525 = 0.058-0.01 — 259
6 6
Hvis turbulent: Re ~ (4% ) = (1—2%) = 1570

For Re = 1570 i et glatt rgr kan vi ikke ha turbulent stram. Den ma altsa veere lamineer og ha Re = 259:

Q = FD?*V = TvRRe = £0.89-107*:102-259 m?/s = 0.000181 m*/s = 0.65m3/h



124

Kommentar:
Det er fullt mulig & forestille seg andre parameterverdier der en stabilt laminaer og en turbulent strem ville
hatt samme verdi for L., slik at oppgaven ville hatt et tvetydig svar.

Losning 1.5
a)
LaA= %DQ = a? bety felles areal, der D er sylindrisk rgrdiameter og a kvadratets sidekant.
oo A_ A _ A - 1
(Rh)sylmder =P~ 7D~ 1 = 2\/E\/Z
m/=VA
7T
(Rh)kvadrat = % = % = ﬁ = %\/Z
Verdien for det sylindriske raret er stgrst. Prosentvis er den for det kvadratiske ragret mindre med verdien
1 1
10022V o5 — 100 (Jva-1)% = 11.4%
2\/E
b)
Laa = 15cm og b = 35 cm veere sidekantenes lengde. Hydraulisk radius blir:
_ ab 1 0.15-0.35 _
Bn =505 ~ 2005 +035 ™ = 5.25 cm
Kommentar:

Begrepet hydraulisk radius brukes i praksis i en viss utstrekning ved ikke-sirkuleere stramtverrsnitt, noe
som mé antas & ha en viss empirisk begrunnelse. Det er likevel nyttig & merke seg at man er pa ville veier
hvis fysisk forstaelse og kontroll med ngyaktighet er gnskelig.

Losning 1.6

Bestem farst stramtypen:

VD _4Q _ 4 _ 00003 _
Re =3 = 2Dy = 70.075-0.00065 — 7.8

Dette medfarer laminzr strgm, der fjam = 64/Re innsettes for f i uttrykket for head-tap:

hy _ Q11 (4 ) 128 128 0.00065:0.0003
L _[64/ (WDv)}D2 (ﬂ‘DQQ) A 9.81(0.075)* mim = 0.0256 m/m

Lasning 1.7

Re = 800 < Reyit medfarer lamingr strgm:

L1lv2_64L1 (v)° Li°Re 900(0.0005)%800
h = ey 45V = Re 35 () (Re* =32 gD T os101) " T s
e = m?/s = . S
Q = AV = T DvRe = %0.1-0.0005-800 m?/ 31.41/
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Kommentar:

Opplysningen om spesifikk vekt var overflgdig, da denne (eller tettheten) inngar i problemet bare via
Reynoldstallet som var spesifisert. — Head-tapet er betydelig i forhold til rgrlengden. Du kan selv forvisse
deg om at hvis den stasjonere strammen skal vare tyngdedrevet, s& ma det forutsetningsvis rette raret
danne skravinkelen

. (hr 0
0= — | = 40.
arcsm(L) 0.7

med horisontalplanet.

Losning 1.8

a)

Ved direkte utregning:
2(uQ) + g(uv) + 2(uw) = QU% + u@ + v@ + ua—w + w@
or oy 0z N or dy oy 0z 0z

N
or Jdy 0z

I
/7~
IS
|
+
S
|
_|_

]
~——
<
_|_

= (u-V)u
siden siste parentes i nest siste linje er lik 0 pa grunn av kontinuitetsbetingelsen.
b)
Vi substituerer for (u, v, w) i Navier-Stokes-ligningens x-komponent, og utfarer deretter tidsmidlings-

operasjonen i alle ledd. For trykk- og viskositetsleddet som begge er linegre i henholdsvis p og u, kan vi
umiddelbart la tidsmidlingen (over tiden T") og stedsderivasjonene bytte plass. Vi har da & gjgre med

1/T(‘+ "d 1—T+1/T "dr =7
g u+u)dr = =u = uwdr =u
T Jo T T Jo

(tilsvarende for p), siden integralet over u/ er lik O pr. definisjon. P hgyre side av Navier-Stokes-ligningen
gjenstar det da bare tidsmidlede verdier av hastighet og trykk.

Det konvektive akselerasjonsleddet, for tidsmidling:
(u-Vu= (V)u+ (u-V)u' + (@ V)u + (v'-V)Tu

Tredje og fjerde ledd pé hayre side av denne ligningen gir 0 ved tidsmidlingen akkurat som ovenfor. Farste
ledd gir etter tidsmidlingen en konvektivt tidsderivert uttrykt ved middelhastighet. Annet ledd: Ut fra det
vi allerede har vist under punkt a), har vi

0 0 0
/. I Y (2 o oo
(W' V)u' = 5o W) + g (W) + 5 (W)
og folgelig etter tidsmidling, der derivasjon og integrasjon ombyttes nok en gang:
—— 0 — 0 — 0 ——
/. I — (g2 () (]
(W)W = 5 (0P) 4 () + ()

I Navier-Stokes-ligningen flyttes dette uttrykket over til hgyre side, og vi har da gjenskapt hayre side av
det gnskede uttrykket.

Gjenstaende pa venstre side, ved tidsmidlingen:

%/o a%(ﬂJru’)dT - % T@+u') = % (@t +T) —a(t) + % (W' (t+T) = (t))
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Velg s& T betydelig starre enn typisk tidsskala for fluktuasjonene, men fremdeles liten i forhold til tids-
skalaen for gjennomsnittshastighetens variasjoner.! Da vil farste uttrykk p& hayre side representere 0/ ot,
den lokalt tidsderiverte av hastighetskomponenten i z-retning, mens annet uttrykk blir neglisjerbart pa
grunn av at fluktuasjonenes stgrrelse skal vare begrenset.

Alt i alt er da Navier-Stokes-ligningen kommet over pa den etterspurte formen med middelverdier, men
med korrelagoner mellom de fluktuerende hastighetskomponentene i tillegg.

c)

Trykkleddet i Navier-Stokes-ligningen skyldes en romlig variasjon av trykkspenninger, og danner grunnlaget
for fluidstatikken. P2 samme mate skyldes leddene med . en romlig variasjon av viskase spenninger, se for
eksempel definisjonsligningen for viskositet. Men sammen med den viskase spenningen opptrer det ledd
som er korrelasjoner mellom fluktuasjonshidragene, for eksempel i

9 (28
dy May P
Disse leddene kan derfor formelt oppfattes som spenningsbidrag, der 9/9y projiserer ut den romlige

variasjonen liksom for de viskase bidragene. Spenningskarakteren kommer ogsa klart fram i leerebgkenes
behandling av blandingslengde og korrelasjoner.

Losning 1.9

Sett inn for v fra definisjonsligningen for Re, og for u. fra definisjonen (se “Formler og uttrykk™), og
du har straks den gnskede sammenhengen:

D
6 =14.14——

Re\/f

Med tallverdiene innsatt:

_ 4pQ _ 40.90-998-0.06 _
Re=2Du =7 015004 = 11440
6 =1414— 015 _ 1.0 mm
! 11440v0.034
Kommentar:

Re-verdier som tilsvarer turbulent stream er en forutsetning for at uttrykket for ; skal vaere gyldig.

Losning 1.10
Sett inn:
du?
pr2y? (—) = Tturb & To
dy
du [0 1  w.l
dy pRY KY

U = i Iny+ B
K
En omskriving gir det gnskede svaret, med B og C' integrasjonskonstanter:

1
iz—ln
Up K

Y Y

1 N 1
JrBf—lnu—:—ln +C
K v K

IHer kommer det inn matematiske overlegninger som vi ikke skal komme nermere inn pa.
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Kommentar:
Dette uttrykket kan omformes til & gi det logaritmiske hastighetsprofilet oppgitt i avsnittet “Formler og
uttrykk”, som er brukt i neste oppgave.

Losning 1.11
e _ 0.00085 _
D~ 0l ~ 0.0085
_4pQ _ 40.82-998-0.04 _
Re= 7Dy =7 01.00052 — 80170
f (fra Moody-diagram) =~ 0.036
a)
Head-tap pr. lengdeenhet:
hr _ 8 ;@ 80 0367(0'04)2 /m = 0.48 m/
L= w2l yps & 20030y o M Ao mim
b)
Skjeerspenning ved rgrveggen:
_1 2_ 2, Q% 2 (0.04%) 2 _ 2
T = gfpV = Fpr ~ P0.036-0.82-998 (0.1)4 N/m= = 95.5 N/m

c)

Lokal gjennomsnittlig stramhastighet i avstand 2 cm fra senterlinjen:
_ _ R

= (1+1.3267) V - 2.04/FV log ()

- (1 +1.3261/0.036 — 2.041/0.036 log %) 4 (8.(1)312 mis = 5.94 mfs

d)
Som man sa ved avlesningen i Moody-diagrammet skulle stremmen befinne seg i overgangssonen mellom
glatt og helt ru rar, men naer omradet med tilnermet konstant £, dvs. nar grensen mot ru rer.

Nominell grensesjikttykkelse:

5 — 14.14D _ 14.14-01 ., _ 0.093 mm
"~ Rey/f  801701/0.036

Vi har )
51 ~ —e€
9.1

som ikke oppfyller rurgrshetingelsen §; < e/14, men i enda mindre grad glattrarsbetingelsen §; > e. Det
bekrefter at strammen i rgret ligger i overgangssonen, nzr grensen for helt ru rar.

Losning 1.12

Oppgavens hovedpoeng er at vannstrgmmen er turbulent, men glyserolstremmen er laminer:

_4(pQ _4_998-0.1 _
Reyann = ﬁ(%_’u)vann T T0.6.1307.10°3 162100
Reglyserol = Sglyserolﬁ%Rﬁ‘vann = 1-260—'10'—9119%10—7162100 = 178.6

Verdien av f er ellers det eneste som skiller mellom de to tilfellene.
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a)
Friksjonsfaktor for vann:
72gD® hy, _ x%9.81:(0.6)°
Fuam =g 071 = & ~ 017 0.0003 = 0.0282
b) For glyserol:
_ 64 _ 64 _
flyserol = Regyserol 1786 0.358
Glyserolens head-tap:
(B ) ayserot = % (B2 )vam = 228,0.0003 mim = 0.00381 m/m

Kommentar:
Siden rarets ruhet ikke var kjent, kunne man ikke bruke Moody-diagrammet. Men etter & ha funnet f og
Re for vann kan man né ga til Moody-diagrammet og finne at det tilsvarer e/ D =~ 0.0035, dvs. e ~ 2 mm.

Losning 1.13
_4_Q 4 0.0006  _
Rezssc = 7 Dvygsc — 70.05-2-107% 7640
Regoc = Reggse 1/2560?:(: = 10190
e _ 0.0015 _
=55 = 0.00003

Moody-diagrammet viser at rgret oppfarer seg som “helt glatt” ved begge temperaturene, og vi leser av:

f26.5C ~ 0.0325

fsoc =~ 0.03

Head-tapet blir:
a)

hy 2_ 8 Q_ (0.0006)2 B
( T, ) 26.5C = f V = 2f 200 ~ WQO 032579 $1(0.05)° m/m = 3.1 mm/m
b)

hp _(hr fsoc
( 7 ) s0c = ( 7 ) B5CF s 2.9 mm/m
Losning 1.14

Legg et kontrollvolum som inneslutter alt vannet, med innlgp i vannoverflaten i tanken og utlgp ved enden
av rgr 3. Stremhastighet i rgret, med tilhgrende Reynoldstall:

4 4 0.015
Vo = ﬁ% == (0.05)? m/s = 7.64 m/s
Re — Yod _ 7.64-0.05 _ 380800

V. 1.003-107%
Fra Moody-diagrammet: f =~ 0.0137
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I grensen av stor vannoverflateareal i tanken lyder energiligningen

p1 pe 1, L1 _,
=4 0+h =4 —Vi+hy+hp hy = f——V.
pg YT pg 2902 2 ( d 2g )

som gir
R
= (14 Bt L £ 58 ) Lov2 4 pg(ha — )
- [(1 + 0.0137%%5@) 1998-(7.64)2 + 998-9.81-(80 - 10)} N/m?
— [(1 + 46.58)29.13 + 685.2] kPa
= [29-1(kinetisk) + 1356.8(tap) + 685-2(statisk)] kPa = 2071 kPa

Kommentar:

Som det viser seg, gar overtrykket i hovedsak med til & overvinne viskast trykkfall langs raret, gitt ved A ..
Det er derfor logisk & anse oppgaven som en “Type 1” beregning. — Starrelsen av overtrykket tilsvarer ca.
20 atmosfeerer.

Losning 1.15

Lgs ut V' fra uttrykket for Ay :

_ [29gDhy _ /2-9.81-0.15 0.25 _ 0.08576
V_\/f L_\/ i Too Mis = F172 m/s
; . e _ 0.00025 _
Relativ ruhet: D= 015 = 0.0017
Asymptotisk f-verdi for gitt e/ D: f = 0.0223

Sammenheng mellom Re og V':

_ VD _ _V.0I5 o 1
Re = Pamsc = T139.10° (") = V131700 (m/s)

(Her er det underforstatt at V' inngdr i uttrykket med benevning.)

Iterer relasjonene V' = V(f) og Re = Re(V') med den asymptotiske verdien som startverdi, ved hjelp
av Moody-diagrammet, for gitt verdi av ¢/ D. Slgyf de underforstétte Sl-enhetene i notasjonen:

[(#] 1 [ 2 ]
fim | 0.0223 | 0.025
vV 0.574 | 0.542
Re | 75600 | 71400
fu | 0.025 | 0.025

Her har iterasjonene konvergert innenfor avlesningsngyaktigheten i vanlige Moody-diagrammer, og vi har
funnet
V =~ 0.542mls

Volumetrisk strgmrate:

Q= %T[DQ ~ 7(0.15)%0.542 m3/s = 34.5m3/h = 9.61/s
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Losning 1.16

(Dette er nesten som forrige oppgave, bortsett fra at “hydraulisk radius” inntar den plassen som ekte
diameter hadde.? Vi benytter anledningen til & vise en alternativ formulering av iterasjonsprosedyren, der
de to relasjonene V = V() og Re = Re(V) er erstattet med en, Re = Re(f).)

For en likesidet trekant med areal A, omkrets P og sidekant a:

1 A 1
A= V3d? P=3 = Ry===—"_
4fa’ ¢ TP T3

Vi eliminerer V' mellom uttrykkene for head-tap /;, og Reynoldstall Re, og far:

1 v’ L
— = ———"(Re)?
o 29D3 hL( )
Her gjgr vi erstatningen
1 2
D — 4Rh = 7§a = W\/Z
og finner:
Re— 4 gA?hy 1 4 [9.81-(0.0775)%° 0091 — 66378
3V Ly 398N (11391077 TN/ f172
Nominell relativ ruhet:
3/4 3/4

DA T TVAT T Vi
Iterer relasjonen Re = Re(f) ved hjelp av Moody-diagrammet, for denne verdien av e/D. Velg som
startverdi f = 0.0137, som er asymptotisk f-verdi for ovennevnte verdi av e/ D:

(#] 1 [ 2 ]
fin | 0.0137 | 0.0151
Re | 567100 | 540200
fu | 0.0151 | 0.0151

Med dette resultatet far vi, innenfor avlesningsngyaktigheten i Moody-diagrammet:

3/4
Q = AV = V3ALRe = £ /Ay Re
3/4
~ 3—2—\/0.0775.1.13910*6~540200 m3/s = 195 I/s

Losning 1.17

Legg et kontrollvolum som omfatter alt vannet, med innlgp i overflaten i det hgyest liggende reservoaret
og utlgp i overflaten av det nederste. | energiligningen vil hastighetsleddene falle ut hvis overflatene er
store, og trykkleddene vil kansellere i grensen av sma nivaforskijeller. Gjenvaerende uttrykk, med V' for
strgmhastigheten i roret:
L1
~Az=hp=f=—V?
i=hi=I55,
Det fysiske innholdet i denne ligningen er at hvis strammen er stasjonzr, sa vil den potensielle energien
ved stram mellom de to overflatene gé tapt som varmeenergi pa grunn av friksjonen i rgret. Dette blir den

2Det er allerede antydet annetsteds i dette Igsningssettet at regning med hydraulisk radius ikke gir lett kontrollerbar og fysisk
begrunnet ngyaktighet.
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bestemmende betingelsen for stremhastigheten i roret.

Vi setter inn for V' fra definisjonen av Reynoldstall, og finner:

/29 Az 2-9.81-100(0. 04) 1 _ 5266
f1/2 4500(1.003- 10 02 12— 12

Iterer denne relasjonen ved hjelp av Moody-diagrammet. Med antagelse om glatt rar er det ikke noen
asymptotisk verdi & velge for f, men vi kan prgve startverdien f = 0.015, som er omtrent midt i diagrammet
for et glatt ror:

(e#] 1 [ 2 [ 3 [ 4 |
finn | 0.015 | 0.0213 | 0.022 | 0.0222
Re 43000 | 36100 | 35500 | 35300
fur | 0.0215 | 0.022 | 0.0222 | 0.0222

Her har iterasjonene konvergert med omtrent den ngyaktigheten vi kan forlange “pa syemal” fra Moody-
diagrammet. Volumstrgmraten blir:

Q= ZDQV = %DyRe
~ 2[0 04-1.003-1076-35300 m3/s = 4.0m3/h
Losning 1.18

Vi legger inn et kontrollvolum som beskrevet i Igsningen av forrige oppgave. Energiligningen reduserer
seg til samme uttrykk som der. Rgrdiameteren D er nd ukjent.

Den reduserte energiligningen omskrives til en sammenheng mellom D og f, der V' er uttrykt ved Q.
Det er hensiktsmessig & innfare en referanseverdi for diameteren nar tallverdier blir satt inn:

516 L@° _Le”
7w 29(—Az2)
1/5
D 16 4500(0.3) 1/5 1/5
— (10 = 8.401
0.Im (7722-9.81-80(0.1)1/5 f f
Samme referanseverdi brukes i uttrykket for relativ ruhet:
0.00006 (0.1mY _ 0.1m
D=0l (D)— 00006(D)

Reynoldstallet vil ogséa veere gitt ved den ukjente (men skalerte) diameteren:

_40Q _4_ 03 0.1m) _ 0.1 m
Re*”Dv*”0.1-6~10—5( D ) n 63662( D )
Relasjonene D = D(f) og Re = Re(D) itereres nd sammen med Moody-diagrammet. Ved avlesningen
i diagrammet ma vi interpolere mellom kurvene for & fa aktuell ¢/D = (e/D)(D). Prev startverdien
f = 0.02, noenlunde midt i diagrammet for lave verdier av e/ D:

[t # 1 [ 2 | 3 | 4 |
Fimn 002 | 00274 | 0.0278 | 0.0279
D/(0.1m) | 384 4.09 410 411
¢/D 0.00016 | 0.00015 | 0.00015 | 0.00015
Re 16580 | 15570 | 15530 | 15490
Fut 0.0287 | 0.0278 | 0.0279 | 0.00279
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Resultat: Som rer til formalet kan velges den minste kommersielle starrelsen med
Dindre > Dnominen =~ 0.411m

— eller starre, avhengig av behov og prosjektets gkonomi.

Kommentar:

Det er vanskelig & fa ngyaktige avlesninger i Moody-diagrammet for de gitte parameterverdiene. | iterasjonene
bar du derfor “jukse” ved & sjekke avlesningene mot verdier du finner fra Colebrooks ligning, som Moody-
diagrammet bygger pa — liksom nedskriveren av disse lgsningene gjorde.

Losning 1.19

De “sma” tapene er gitt ved
V2
(hL)smé = (ke + ksd)g
der k. er tapskoeffisienten for innlgpet, og ksq = 1 er tapskoeffisienten for et neddykket utlap (hele den
kinetiske energien gar tapt der). Det spiller ikke noen rolle hvordan betingelsene ved rarutlgpet er.

Forholdet mellom tapene er

o (hi)sms _ kethksyD _05+1D _ 75D

- hrp f L~ 002 L — L
a)L=15m = R = 15
b) L=30m = R = 0.75
c) L =600m = R = 0.0375
Kommentar :

Eksemplet antyder at i mange praktiske sammenhenger bar L/D veere av stgrrelsesorden 1000 eller mer,
for de “sma” tapene kan betraktes som uviktige. Forgvrig var opplysningen om strgmhastighet overflgdig.
Lasning 1.20
Bruk energiligningen, og anta lagt et kontrollvolum med innlgp i bassengoverflaten og utlgp i dysedpningen.
La V5 og V3 vaere henholdsvis rarstramshastigheten og stralehastigheten. | grensen av stor bassengoverflate
og liten nivaforskjell mellom innlgp og utlgp reduserer ligningen seg til
1
%Vf =—Az— (hp)ot
med utlgpshastigheten relatert til rgrstramshastigheten via kontinuitetsligningen
d 2
Vo = <5> V3
Totalt head-tap blir summen av bidragene fra &, for raret og de “sma” bidragene ved innlgp og utlgp:

1 L1 1
h :ke_ 2 ~ T ys2 k 12
(e = ke VE + I 5 VE + gV

1 L\ (d\*
2—91/},2{1—&-/6,1—# (ke+f5) (5) }:—Az

Tilsammen gir dette:
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Effekten i stralen, uttrykt ved head-bidraget h, for kinetisk energi pr. vektenhet:

P = hinpg@Q
1 T
-~ 2 Vi pg 1 d*Vs

3/2
= —\/ pgd2 e
2
_ T 2 3/2 T _ i
= \/ gpgD=(—Az) I 3/2 (fo)
[1 + kg + <ke + f5> x4]
a)
Ved maksimal effekt er dP/dxz = 0:
d 2
R x J— 0
dx L\ 3/2
[1+kd+ (keJrfB):r ]
3 L
9, 13/2 _ p22111/24 L3y _
2 2 =222 (12 4k + f52%) = 0
L L
1+ kg + <k6+f5>z43<ke+f5>z4 =0
Det vil si:
1/4
1 1+ kg
T = Topt = 5
ke + f
Optimal dyseutlgpsdiameter:
1/4
dopt = woptD = | §—2FL05 | 020m = 7.8¢cm
0.5+ 0.025—
* 0.2
b)
Maksimal straleeffekt: Med 2 = x4y innsatt i uttrykket for P far vi
3/2
( Az)3/2 T pD2(72gA2)3/2

1 1+k —
Pmax - \/ ,DgDQ 5 * d =

i
k:+f— 1+ ka+ 5(1+ ka) 12\/5(1+kd),/ke+f%

Med innsatte parameterverdier:

998-(0.2)%(2-9.81-15)%/2

Prax = —& Nm/s = 6.05 kw
T 123 180
(14 0.05)4/0.5+ 0.025—
0.2
Kommentar:
Interessert i om antagelsen om konstant f er god ved de gitte parameterverdiene? Finn hastigheten i rgret:

2 —
Ve = ($) Y 2007 = 2.07 mis
LY (d\*
¢ (o 15) (2)
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Tilhgrende Reynoldstall:3

Re — £V2D _ 998-2.07-0.2
H 1.002-1073

Et blikk i Moodydiagrammet viser at denne (Re, f)-kombinasjonen ligger pa grensen av det asymptotiske
omradet med konstant f. Men mot lavere Re-verdier ma P avta pa grunn av lavere hp og @Q samtidig (f
er en langsomt varierende funksjon av hastigheten), og for hgyere Re-verdier er antagelsen om konstant
f god. Verdien for do,: Som ble funnet under antagelse om konstant f, bar derfor veere et hensiktsmessig
overslag.

= 413200

Losning 1.21

Legg et kontrollvolum med innlgp i bassengoverflaten og utlgp i rerapningen mot fri luft. La indeks 1
og 2 referere til henholdsvis bassengoverflaten og rarapningen, og la V» og h, i den falgende regningen sta
for verdier uten pumpe selv etter at en pumpe er satt inn. | grensen av stort bassengoverflateareal og liten
nivaforskjell mellom inn- og utlgp (neglisjerbar trykkvariasjon) reduserer energiligningen seg til

1
gV22 + 2o+ hp

2’1:2—

hy, er som kjent en kvadratisk funksjon av hastigheten, i approksimasjonen hvor f antas a veere konstant.
Nar V5 gker med en faktor n ved pumpeinnsettingen, ma derfor energiligningen ovenfor avlgses av uttrykket

1

29712‘/22 + 2+ n’hy

21+ hp =

hvor — som ovenfor nevnt — V5 og hy, star for stgrrelsene uten pumpe.

a)
Multipliser farste ligning med (—n?) og adder den til den andre. V.2 og h, faller ut, og et uttrykk for hp
framkommer:

hp = —(n2 — 1)(22 — 21)

b)
Farste ligning gir, etter innsetting for hp.:

208145 e _ 0.48 m/s

P = %nghP

_ _ 3/2
_ %n(nQ . 1)%pD2[ 2g(22 Zl)]

frorh

0.81.4.5)3/2
2(22 — 1)5=998(0.3)° (2:9.81-45)

Nm/s = 12.85 kW

|
ool

Kommentar:

3Verdier for vann ved 20 OC er brukt, noe som vel ikke er realistisk i praksis, men det er godt nok for et overslag.
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Resultatet for 1 p fayer seg pent inn i rekken av “fantastiske forenklinger” som kan inntreffe ndr man tillater
seg a regne algebraisk! Head tilfart fra pumpen tilsvarer den ekstra hgydedifferansen man ellers matte ha
hatt for & n-doble strgmraten.

Hva med antagelsen om konstant f? Sjekk Reynoldstallet uten pumpe:

_ pVaD _ 998-0.48-0.3 _
Re = 222 RN 143500

Moodydiagrammet viser “pa gyemal” at denne kombinasjonen av Reynoldstall og friksjonsfaktor er essensielt
i det asymptotiske rustramregimet med konstant f. Det er snakk om & gke V5 slik at man kommer lenger
inn i det asymptotiske omrédet. Approksimasjonen med konstant f burde derfor veere gyldig.*

Losning 1.22

I energiligningen kan man fritt addere ett og samme vilkérlige nivabidrag pa begge sider samtidig, og det
samme gjelder for trykkene, selv om ligningen strengt tatt skal inneholde trykk og nivaer i selve strammen.
Trykkene ma imidlertid reduseres til ett og samme niva. Gaugetrykket pa innlgpssiden som inngdr i energi-
ligningen blir da, redusert til nivaet for maleren pa utlgpssiden:

P1g = Sngvanngillg - PvanngAZ

Med denne relasjonen, samt kontinuitetsligningen
Dy\?
N=|(=) V
1

T i o
2g Pvanng Pvanng

8 Q2 (DQ) ng ~
= 1- + — SHgh1g + Az
™ 9D4 < D, Pvanng HoTe

kan vi redusere energiligningen til

Effekt levert til vannet:

P = puanngQhp

= pvanng@ {%Q—4 ( > + p\l,z;?]g - SHging + AZ}

2

(0.035) 75\%

— 998.9.81-0.035 1— (—)

{29810075) ( 10 )

175-10° _
+ 9959 & — 13-56-(—0.25) +0.60} Nm/s = 8.24 KW
Kommentar:

Dette resultatet skal multipliseres med 1 /7 hvis man er interessert i effekten som ma tilfares til pumpen.

Losning 1.23

Noter forst at Colebrook-formelens struktur er slik at den kan kombineres med definisjonsligningen for
head-tap, til & gi volumstrgmrate ) som en eksplisitt funksjon av head-tap h , for et rar:
s
Q = =D*V
4
4] enkelte lzrebgker finnes en variant av denne oppgaven med en lavere f-verdi oppgitt. Det medfarer, som man selv kan sjekke,

at antagelsen om konstant f kan bli mindre god. — Forgvrig har vi i dette Re-overslaget, liksom i forrige oppgave, regnet med en
hayere temperatur enn hva man ofte mater pa nordlige breddegrader, uten at det spiller noen stor rolle for gyldigheten av overslaget.
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_ 7y [29Dh 1

1 LoV
[29Dh D 251
_Ip2, /290 log ¢/ + >
2 L 3.7 Re\/?
™ 2gDhy, e/D 251y L
—=D? 1
S < 37 " D \|2gDhs

Ved stasjoneer strgm er head-tapet for hvert rar lik overflatenivaforskjellen, nar “sma” tap blir sett bort fra.
Dette gir opphav til en spesielt enkel lgsningsmetode for stramratene, basert pd bruk av Q = Q(h1):

Med en antatt verdi for overflatenivaet i stigergret, kan man beregne

YQ=Q1+ Q2+ Q3

der @, er strgmraten i ror ¢, regnet algebraisk med retning mot det felles rarknutepunktet. Finn ved
praving/feiling/ekstrapolasjon den verdien av overflatenivaet i stigergret som gir £Q = 0!

Med zg 0g z; for henholdsvis stigergrsnivaet og overflatenivaet i basseng ¢, definerer vi

AZZ' = 20 — %;

T 29D | Az | e/D 251y L
;= sgn A i —D2 1
Qi =son(Az) gD\ =18 | 57+ 5\ 2D [Ax]

Nar tallverdier settes inn er det nyttig & innfare en referanseverdi for nivaforskjellene for  spare arbeid:

og har da

|Az | -5 —5 | 10m 3

= Az1)0.2044 log | 2.07207-1 1.1 -1 /

Q1 sgn(Az1) 0.204480 Tom 08 07207-107° + 1.16036-10 An] m°/s
A 10m

Q, = Sgn(A22)0.172530\/| Z2|10g 2.76276-107° + 1.03143-107° m3/s
A 10m

Q3 = sgn(Azz)0.064262 | Z3|10g 3.10811-107° + 2.46150-10~° m3/s

a)

Anta farst Q2 = 0, slik at stigergrsnivaet er lik nivaet for basseng 2:
Az =—-12m Azo=0m A23:18m

Det gir:
Q1 =1.009m%s  Q3=-0371m%s Q1 +Q3>0

Siden Q1 + Q3 > 0 ville det medfgre at vann matte stramme til basseng 2 for at kontinuitetsligningen
(XQ = 0) skal veere oppfylt, og da ma stigerarsnivaet vere hgyere enn nivaet i basseng 2. Stremretningen
er derfor til basseng 2.

b)
Finn stigerarsnivaet som gir ©Q = 0: Prav for eksempel farst Az; = 0, deretter middelverdien av nivéene
til basseng 1 og 2, osv. Med Sl-benevningene slgyfet:



20 | Az | Az | Azz | @ Q2 Qs xQ
18 -12 0 18 | 1.009 0 -0.371 | 0.638
30 0 12 30 0 -0.838 | -0.484 | -1.321
24 -6 6 24 | 0.704 | -0.586 | -0.431 | -0.313
22 -8 4 22 | 0.818 | -0.475 | -0.412 | -0.069
21.7 | -83 | 3.7 | 21.7 | 0.834 | -0.457 | -0.409 | -0.032
215 | -85 35 | 215 | 0.844 | -0.444 | -0.407 | -0.007

Dette har konvergert bra nok. Vi har funnet:

Q1
Q2
Qs

Qa

Kommentar:
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0.85 m3/s
—0.44 m3/s
—0.41 m3/s

En oppgave av denne typen Kalles ofte “det klassiske 3-reservoar-problemet”. Hele lgsningsprosedyren kan

automatiseres ved hjelp av for eksempel Maple, Matlab eller Mathematica.

Lasning 1.24

Bernoullis ligning med tapsledd, langs en strgmlinje fra bassengoverflaten til rerutlgpet, reduserer seg

til:
1
2_gVBg = —(Az)tm — hL

Totalt head-tap hz, er summen av tapsverdiene langs stremlinjen fra bassengoverflaten til rgrutlgpet. Med

hastigheter V4 og Vg i henholdsvis farste og annet ror:

Lal Lp 1
hi = ke VA+fA A—VA+I<: VB+fBDB2V

Her kan kontinuitetsligningen
VaD?% = VD3

brukes til & relatere hastighetene til hverandre. De tre ligningene gir tilsammen:

1 D D
%Vé{lﬁ-k + ke (Dj) +fB—+fA— (D_j) }:_(Az)tot

a)
\Volumstrgmraten:
Q=D3V
— T2 *29(*A2’)tot
o kot ke (28 +f—+f—%
Da B A Da
=T(0.2 2'9.81 45 m3/s
A om 08 () 40082 o (02’
' ' 0.3 0.2 0.3 \0.3

_ 882.6 3
=0.03142 9335 M /s =

0.193 m3/s
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b)
Bruk Bernoulli igjen, na fra et punkt like nedstrems for rarskjgten til et punkt i rarutlgpet:
py 1 Patm
3 2 atm
= 4+ —Vi+23= + V + 2o+ hro
pg 29 " o
(P5)gauge = pg (22 —z3+ fB éB ngVB)
= 998.2:9.81 (—45 —(—35) + 0.043% 5 (6.148)2) N/m? = 241.7 kPa

c)
Bruk Bernoullis ligning med tapsledd mellom et punkt like oppstrems for skjeten og et punkt like ned-
strems for & finne trykkfallet over skjgten:

P3 L oo pé L Lo
—+ -V ==+ =V, h hre = k.—V,
pg+29 A+Z3 pg+29 B+23+ Le ( Le c29 B)

Trykkfallet blir:
4
Py —ps = —%p (1+/€c— (g—i) )

= 10982 (1 1024 — (

o
[\

4
) )(6.148)2 N/m? = ~19.7kPa

=
ol

Kommentar:

I uttrykket for head-tap under punkt a) hadde vi allerede benyttet opplysningen om at D < Dy, i 0g
med den formen pa tapshidraget ved skjgten som ble brukt (ved tverrsnittsgkning skulle den kvadrerte
hastighetsdifferansen inngétt i stedet). — Du kan sjekke at Reynoldstallet er av starrelsesorden 6-10° i rgr
A o0g 10% i rgr B. Med f ~ 0.04 er man for begge Re-verdiene i omradet hvor raret oppfarer seg som
“helt ru”. For & fa konsistens ma man derfor kreve at ruheten er proporsjonal med diameteren for begge
rarlengdene, hvis de skal ha essensielt samme tallverdi for f.

Losning 1.25

Betrakt en stramlinje gjennom det ene rgret fra vannoverflate til vannoverflate, og deretter en tilsvarende
gjennom det andre rgret. Anta Bernoullis ligning med tapsledd anvendt mellom endepunktene pa begge
strgmlinjene. | approksimasjonen hvor hastigheter er neglisjerbare (store overflatearealer) og absolutt trykk
det samme ved begge basengoverflatene reduserer ligningene seg til:

L 1
=-A
=Jap 5,V §
L 1
=-A
=I5, Dp 29 ?
Det medfarer
V_A _ I Dy
Vg FA DB
0g
Qa _VaAs _VuDi _ /B
Qs VeAp ~ Ve D% A
Kommentar:

Poenget er at det blir samme verdi for head-tapet gjennom rgrene, med de approksimasjonene som er brukt.
Et generelt trekk ved stram gjennom rar koplet i parallell.
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Losning 1.26

a)
Legg et kontrollvolum med innlgp ved O og utlgp i fri luft ved D. Med de vanlige approksimasjonene
reduserer energiligningen seg til

1
20 — Zp = EVE—FEihLi (’L': 1,2, 4 eller 1,3,4)

med o1
hio = figr - VE
b= lip 5V

Hovedpoenget med oppgaven er at i parallellkoplingen av rgr 2 og 3 er head-tapet det samme for begge:

Ly 1 _, Ls 1 _,
V2= 22—V
fQDQQg 2 f3D329 3

fo Ly D3 0.020 400 0.15
Va= 1|22V = | —————— V) = 1.2649V4
ST\ LDy ? 0.025 300 0.10 2 2
Kontinuitetsbetingelsen gir:

D\ 2 0.30\ 2
Vi=(Z22) vi= (22 vy =295V
! (Dl) * (0.20) * *

Anvendt en gang til:
Q2+ Q3= Q4

D3Vs + D3Vs = D3V,

D\ 2 1
- (B
Yo (B feL
Dy f3 L3 Dy
0.30\ 2 1
= (== \%
<0-10> Gt 212649 !
+<o.1o) '

= 2.34006V,

Innsatt i energiligningen:
Ly (i\? |, Ly (Vo\? , Li\ 1
—zp=1[1 = (= = (= =) =—v?
o ep ( Iy, <V4> I, <V4> +f4D4> 294

2.9.81-(100 — 15)

Vi = m/s = 1.3869 m/s
500 400 800
1+ 0.03—=(2.25)% + 0.02——(2.34)2 4+ 0.018 —
( +0030.20( 5)*+0.0 0.10( 34)°+0.0 80.30)
Volumstrgmratene:
Q1 =Qs= %Diw = %(0.30)21.3869 m3/s = 0.0980 m3/s

Q2 = TD3Vs = £(0.10)21.3869-2.340 m*/s = 0.0255 m3/s
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Qs = Q4 — Qo = (0.0980 — 0.0255) m3/s = 0.0725 m?/s
b)
Legg et kontrollvolum med innlgp ved O og utlgp ved B. Energiligningen gir:
PBg =PB — PO
= Pvanngd {ZO — ZB — (1 + flé_ll) QLQVE}
= 998-9.81 [100 — 50 — (1+0.038%% ) g7 (2.25)%(1.3369)%| Pa = 120.1 kPa

Legg sa et kontrollvolum med innlgp like etter C og utlgp ved D. | energiligningen kansellerer de kinetiske
energileddene, og vi far:

bPcg = Pc —PD I
:Pvanng[ZD*ZCJFfALD_iL1 Zo_z? Vv 2]
1+ Sizioafi—— [ —
+ Yiz1,24f D, (‘/4)
= 998-9.81[15 — 40 + 0.018 §9% - (1.3869)%| Pa = —198.6 kPa

Kommentar:
Sitter studenten med en falelse av at det er noe som ikke stemmer? Ganske riktig. Verdien funnet for pc,
tilsvarer et absolutt trykk lavere enn for det tomme rom. Det vil inntreffe kavitagon i rarledningen hvis
parameterverdiene er slik som spesifisert i oppgaveteksten. Det vil saktens komme vann ut av rgrledningen
ved D, men med en annen rate enn den vi har funnet! Grunnlaget for bruk av energiligningen slik vi viste
er falt bort, og en mer detaljert beregningsmate ville vare ngdvendig for & fa et palitelig resultat.
Parameterverdiene er tatt fra en oppgave i en eldre utgave av en lerebok. Vi kan derfor avslutte lgsnings-
samlingen med en nyttig formaning: Stol ikke ubegrunnet pa lerebgker, lgsningssamlinger o.l., men sett
deg inn i bakgrunnen for regningene, gjgr deg opp din egen mening og finn din egen lgsning.



