Formelark for eksamen i TE 559 Signaler og systemer

H Kontinuerlig tid

| Diskret tid

og konvolusjon
y(t) = 75 h(r)ult — 7)dr

Beskrivelse Differensialligning Differanseligning
y(t) = y'(t) + 3u(t) + 5u'(t) | y[k] = —ylk — 1] + ju[k]
Beskrivelse Impulsrespons, h(t) Impulsrespons, h[k]

og konvolusjon
yl[k] = 22 oo hliJulk — 4]

Hvordan finne
beskrivelse

Fag: Dig. og analoge filtre
RC — differensialligning

Fag: Dig. og analoge filtre

Finne eksplisitt
lpsning for y

Laplace — delbrgk
— invers laplace

z-transformasjon — delbrgk
— invers z-transformasjon

periodiske signaler

Transferfunksjon H(s) = L{h(t)} H(z) = Z{h[k]}

— Y(5)/U(s) —Y(2)/U()
Stabilitet H(s) har poler i H(z) har poler

venstre halvplan innenfor enhetssirkelen
Frekvensanalyse, Fourier-rekke Diskr.-tid Fourier-rekke

=Diskr. Fourier-transf.

Frekvensanalyse,
aeriodiske signaler

Fourier-transformasjon

Diskr.-tid Fourier-transf.

Signaler:

Periodisk signal:

f(t+ P)
f[k + N]

f(t), kontinuerlig,
f[k], diskret.

(1)

Kompleks eksponential (Eulers formel):

(2)

e/ =cosx+j-sinzx

Systemer:
Integrator:
t
vy = [ unar @)
—00

Forsinkelse:

y(t) u(t — 7), kontinuerlig,

ylk] ulk — ko], diskret. (4)

Superposisjonsprinsippet:
{011 . ul(t) + ay - 'LLQ(t)} — {a1 . yl(t) +
ag -y2(t)} for kontinuerligige systemer og

{a1 ul[k] + g Ug[k]} — {011 yl[k] +ag -
ya[k]} for diskrete systemer.

Totalrespons til linezert system:

y(t) Y2i(t) + y25(t), kontinuerlig,
ylk] = yulk] + yuslk], diskret. (5)
Tidsinvarians:

Initialtilstand x(ty) = xp og inngang u(t)
for t > ty gir utgang y(t),t > to medfor-
er at initialtilstand x(¢p + T) = x9 og
inngang wu(t) for t > ty + T gir utgang
y(t),t > to +T.

Tilsvarende for diskrete systemer med tg
og T lik heltall kg, K.

Kausalitet:

h(t)
h[k]

0 for ¢ < 0, kontinuerlig,

0 for k < 0, diskret. (6)



Konvolusjon, differanse- og dif-
ferensiallikninger:

Impulsrespons:

d[k] = y[k] = h[k] diskret

(0[k] er enhetspulsen),

d(t) = y(t) = h(t) kontinuerlig
(0(t) er Dirac’s deltapuls). (7)
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Diskret konvolusjon:

ylk] = > hlk—duli] = h{k]xulk] (8)

1=—00

Differanselikning for linesert tidsinvariant
diskret system:

ylk+N]+anv_1-yk+N—-1]+---+a;-
ylk+1]+ao-y[k] = bar-ulk+M]+bpr—; -
ulk+M — 1]+ -+ by - u[k + 1]+ bo - u[k]

Kontinuerlig konvolusjon:

y(t) = /O:O h(t—7) - u(r)dr = u(t) « h(t)
9)

Differensiallikning for linesert tidsinvari-
ant kontinuerlig system:

y(n) (t) —+ anily(n_l) (t) + .4 aly(l) (t) -+
apy(t) = bmu(m) (t) + bm—lu(mil)(t) +
oo byuM (8) + boul(t)

Laplacetransformasjonen og kon-
tinuerlig systemanalyse:

Laplacetransformasjonen:

F(s) = 0] = [ foear (10)

Invers Laplacetransformasjon:

ft) = L£F(s)]
1 ct+joo s
= i /cjoo F(s)e*tds(11)
fort >0

Egenskaper ved Laplacetransformasjo-
nen: Tabell 1.

Laplacetransformasjons-par: Tabell 2.

Transferfunksjon for linesert tidsinvariant
kontinuerlig system:

Y(s)
U(s)
m DY
_ bmS + + bls + b() (12)
S+t ars+ap

H(s) LIA(1)] =

(initialbet. 0)

Poler i transferfunksjon (ogsé for diskrete
systemer):
De p; som gjor at H(p;) = oo.  (13)

Nullpunkter i transferfunksjon (ogsé for

diskrete systemer):
De z; som gjor at H(z;) =0.  (14)

Stabilitet av kausalt system:
Stabilt system dersom alle poler p; =
o; + jw; har o; < 0.

2-transformasjonen og analyse av
diskrete systemer:

Ensidig z-transformasjon:
F(z) = ZIf[k]] = >_ f[K]=™"  (15)
k=0

Invers z-transformasjon:
flk] = Z7'[F(2)]
1
- F k—1 1
57 /C (2)*dz (16)

for k > 0 (C er en lukket kontur i z-
planet).

Sammenheng Laplacetransformasjon — z-
transformasjon:

Z[f(KT)] = LIfs@®)]] 2(1,,1) (17)

1+z_1

T




Egenskap Tids-funksjon Laplace-transformasjon

Linearitet a1 f1(t) + ag fa(t) a1 Fi(s) + agFs(s)
s-skift e~ f(t) F(s+a)
Tids-skift fit—=T)q(t —=T), for T >0 e *TF(s)
s-derivasjon tf(¢) =4 (s)
Tidsderivasjon d’;(tt) sF(s) — f(0)
o 2P (s) = f(0) = 1'(0)
T §"F(s) = " f(0) = — f(0)
Tids-integrasjon fgi f(rydr ng)
Tids-skalering f(at), for a >0 1F (%)
Konvolusjon gh(t — 7)u(T)dT H(s)U(s)
Endeverdi f(o00) limg_,0 sF(s)
Initialverdi f(0+) limg_ o SF'(s)

Tabell 1: Egenskaper ved Laplacetransformasjonen

f(t), t>0 F(s)
a(t) 1
1
, 3
t i
t", ¢ positivt heltall 2
e ™ ¥
—at 1
te ¢ (s+a)’2
the (s+g)'n+1
sin(wot) o
cos(wot) SQiWS
t sin(wot) (sffg‘%)z
sz—wg
t cos(wot) T rw?)?
e~ sin(wpt) (s+a“)’g+w3
e~ cos(wot) (HZ‘)';‘LWS

Tabell 2: Laplacetransformasjons-par



Egenskap

Tidssekvens

z-transformasjon

Linearitet

Multiplikasjon med &
Multiplikasjon med a¥

Tidsforsinkelse (i > 0)

arfilk] + azfalk]  a1Fi(2) + aaFa(2)

kf[k]
a* f[K]

flk=1]

Tidsfremskyndelse ( > 0) f[k +]

dF(z)

l
27UF(2) + Z f[—n]z_“'n
n=1

-1
2 F(z) - Z fln]z™"
n=0

Konvolusjon Sk ohlk —iluli]  H(2)U(2)
Tabell 3: Egenskaper ved z-transformasjonen
[, k>0 F(2) F(2)
3[K] 1 1
ik — n] 27" 27"
1 _z_ 1
z—1 1—2~1
e_akT Z,:—aT 1—e—aT -1
z 1
bkk 2] o]
z z
W el (b2
L2k b(z+b)z b(1+bz71)z7!
(z—b)3 (1—bz—1)3
. (sin(woT))z (sin(woT))z~!
sin(kwoT) zszS(cos(fjoT))erl 172(cé(;)s(w00T))z—l+lz—2
(z—cos(woT))z L—(cos(woT))z~
cos(kwoT) zLZ(cCc())ss(ng))zﬂ 172(c0§?:107?))z_1+f_2
ko (bsin(woT))z (bsin(woT))z~
b Sln(kaT) 22—2()(5005(1;.?0T))z-i—b2 1—2b(co:(w079))2*1+b22*2
bk cos(kng) (z—=bcos(woT))z 1—b(cos(woT))z~!

22—-2b(cos(woT))z+b2

1—2b(cos(woT))z—1+b22—2

Tabell 4: z-transformasjons-par



Egenskaper  ved

Tabell 3.

z-transformasjonen:

z-transformasjons-par: Tabell 4.

Transferfunksjon for linesert tidsinvariant
kontinuerlig system:

Y(z)
U(z)
bmzm+---+b1z+bg

= ~ (18)
Z"+ -t a1z 4+ ag

H(z) = Z[h[k]] = (initialbet. 0)

Stabilitet av kausalt system:
Stabilt system dersom alle poler p;, =
riel% har r; < 1.

Frekvensanalyse av kontinuerlige
signaler:

Fundamentalfrekvens for periodisk sig-
nal:

2T
= — 19
w =" (19)
Normalisert energi:
o 2
Bw= [ If@Pa  (20)
—00
Normalisert effekt:
r 2
P,=1 — 21
o= Jim [ Ir@Pa @
Fourierrekke:
<x> .
f(t) = Z Cmejmwot (22)
m=—o00
Fourierkoeffisienter:
1 fot+P jmwotd
= = e~ t
Cm 2 o f( )6
= am+Jbm (23)
Parsevals formel for Fourierrekker:
I 2 — 2
Par= [ 1f@Pd = 3 el
0 m=—o00
(24)

Fouriertransformasjonen:
oo .
F(w) = / f(t)e™7¥Ldt for alle w (25)
—00
Invers Fouriertransformasjon:

1 oo :
ft) = —/ F(w)e!'dw for alle t
21 J_so

(26)
Sammenheng Laplacetransformasjon -
Fouriertransformasjon:

Flr@l = LU+ O]ls=jo
+ LU (=D)s=—j (27)

Fouriertransformasjon av  periodiske

funksjoner:
o.¢]
F(w) = Z 2memd(w — mwp)  (28)
m=—o0o
Parsevals formel for ikkeperiodiske sig-

naler:

B~ [Tk

— o [ PP (29)

2

Konvolusjon og Fouriertransformasjonen:

Y(w) = f[/_o:oh(t—T)u(T)dT]
H(w)U(w) (30)

Egenskaper ved Fouriertransformasjonen:
Tabell 5.

Frekvensanalyse av diskrete sig-
naler:

Normalisert vinkelfrekvens:

(31)

w=2T-

[s

Normalisert fundamentalfrekvens for pe-
riodisk signal:

27

wy = ——

N (3)



Egenskap Tidsfunksjon Fourier-transformasjon
Linearitet a1 f1(t) + asfo(t) ai1Fi(w) + asFa(w)
Frekvensskifting  f(¢)e/«0! F(w— wyp)

Tidsskift f(t—tg) e W F(w)
Tidsskalering f(at) ﬁF (<)
Tidsreversering  f(—t) F(—w)

Dualitet Flw)=F{ft)} [f(-w)=x=F{F()}

Tabell 5: Egenskaper ved Fouriertransformasjonen

Normalisert energi:

o0

Ex= Y If[KIP

k=—00

Normalisert effekt:

N

> IfRP (34)

P = i
o0 TEIéOQNHk

Tidsdiskret Fourierrekke (DTFS):

N-1 '
= Z @R (35)
m=0
Fourierkoeffisienter:
1 N-1 '
= 2 FIKe™ ™ =y + i
k=0
(36)

Parsevals formel for tidsdiskrete Fourier-
rekker:

Z—Zlfk]|2 Z|cm|2 (37)

Tidsdiskret Fouriertransformasjon
(DTFT):
<x> .
F(w) =F > flkle™k,
k=—00
(38)
for alle w.

Invers tidsdiskret Fouriertransformasjon:
1 2w

— F(w)e’*?dw for alle k
21 Jo

(39)

fIk] =

Sammenheng z-transformasjon — tids-
diskret Fouriertransformasjon:

Falflkll = Z[f+[F]lo=eie
+ Z[f-[=Flll;=e-e (40)

Tidsdiskret Fouriertransformasjon av pe-
riodiske funksjoner:

N—1
F(w) = Z 27 0 (w — mwyp)

m=0

(41)

Parsevals formel for ikkeperiodiske tids-
diskrete signaler:

= > M=o [

k=—00

w)|2dw

(42)
Konvolusjon og tidsdiskret Fouriertrans-
formasjon:

val i hlk — i]u[i]

1=—00

= H(w)U(w)

Y(w) =

(43)

Egenskaper ved tidsdiskret Fouriertrans-
formasjon: Tabell 6.
Diskret Fouriertransformasjon (DFT):

N-1
Flm] = DIf[k]] = Y flk]e 7>V
k=0

(44)
Invers diskret Fouriertransformasjon:
D~ {F[m]]

flk] =
| V-1

= & 2 Flmle/>™ /Y (45)
k=0



Egenskap Tidsfunksjon Fourier-transformasjon

Linearitet ar f1lk] + asfolk] a1 Fi(w) + asFa(w)
Frekvensskifting  f[k]e/~ok F(w — wy)

Tidsskift flk — ko] e Jwko F(w)
Tidsskalering flak] ﬁF (<)
Tidsreversering  f[—k] F(-w)

Dualitet F(w)=F{fk]} f(-w)=5-F{F[k]}

Tabell 6: Egenskaper ved tidsdiskret Fouriertransformasjon

Diverse: har lgsningen

Lgsnings av andregradsligninger:

b+ Vb? — 4ac
ar’? +br+c=0 (46) T T e



