HOGSKOLEN | STAVANGER

Institutt for elektroteknikk og databehandling

EKSAMEN I. TE 559 Signaler og systemer

VARIGHET: 5 timer

TILLATTE HJELPEMIDLER: Kalkulator, K. Rottmanns formelsamling

OPPGAVESETTET BESTAR AV 15 SIDER

MERKNADER: Faglig kontakt under eksamen: Trygve Randen.

Oppgave 1 (32 %)

I Figur 1 har vi gitt en elektrisk krets som tilfgres en inngangsspenning u(t)

[V], og hvor vi tar ut en utgangsspenning y(t) [V]. Vi skal undersgke kretsens

egenskaper, spesielt med tanke pa evnen til & plukke ut (filtrere ut) spesielle
frekvenskomponenter i inngangssignalet.

a) [4%)] Vis at kretsen i Figur 1 beskrives i tidsplanet ved folgende differen-
siallikning:

o)+ re - g )

il . . . . - d (t)
Oppgitt: Strgmmen i en kapasitans C' er gitt ved i(t) — C==.

b) [6%] Finn kretsens overforingsfunksjon (transferfunksjon) H(s), og dens
impulsrespons h(t).



c)

[4%| Undersgk om kretsen utgjor et stabilt system for alle R, C. Svaret
méa begrunnes. Gi deretter et kort eksempel pa hva slags konsekvenser
det kan ha hvis et system ikke er stabilt.

[5%| Finn kretsens frekvensrespons H(w), og skriv opp denne pa polar
form (det vil si, H(w) = |H(w)| - e “#)), nar R = 10* Q og C' = 10~°
F.

[4%)] Skissér magnitude-(amplitude-)responsen til kretsen fra og med w =
0 rad/s til w = 1000 rad/s. Kommentér ut fra skissen muligheten for &
sende henholdsvis lav- og hgyfrekvente signaler gjennom kretsen uten at
de dempes.

[5%] Finn et uttrykk (pa s& enkel form som mulig) for utgangssignalet
y(t) for t > 0, nar u(t) = e 9™ for t > 0, og null ellers. Initialbetingel-
sene skal ogsa veere null.

[4%| Forklar prinsippet du ville valgt for lgsning av problemet i forrige
punkt dersom initialbetingelsene ikke hadde veert null. Regning er ikke
ngdvendig!

Oppgave 2 (68 %)

a)

b)

OBS! Oppgaven bestar av sveert mange underpunkter, men det betyr IKKE at
alle svarene bygger pa hverandre. Gi derfor ikke opp resten av oppgaven selv
om du skulle sta fast pa ett eller flere delsporsmal!

Vi skal lage et tidsdiskret system for & beregne gjennomsnitts-(middel-) tempe-
raturen over de siste 24 timer, ut fra temperaturmalinger gjort hver 4. time. La
ulk] betegne den mélte temperaturen, og la y|k| betegne den beregnede gjen-
nomsnittstemperaturen over de siste 24 timer. Anta at malinger og beregninger
starter i & = 0, der k betegner punktprgve-nummer, og at initialbetingelsene
er null.

[4%| Sammenhengen mellom u|k| og y|k| vil veere gitt ved differanselik-
ningen

ylk] — é (alk] = ulk = 1]+ u[k — 2] + ulk — 3] + ufk — 4] + ulk—5]) (2)

Skissér det tilhgrende blokkdiagrammet som realiserer denne likningen.

[8%] Avgjer om systemrealiseringen i a) er



lineser

tidsinvariant

kausal

rekursiv

Alle svarene ma begrunnes kort, helst ut fra betraktning av likningen
oppgitt i a).

|6%| Finn verdiene i systemets impulsrespons h|k| fra og med k = 0.

[8%| Vis at systemets overforingsfunksjon H(z) kan skrives som

71 1—26
61—z

H(z) (3)

(Hint: Yp ' a* = % for alle endelige a og alle endelige heltall K.)

Skissér det tilhgrende blokkdiagrammet for denne realiseringen av sy-
stemet. Ser du noen fordeler eller ulemper ved denne maten & bygge
systemet pa fremfor strukturen fra a), og i s& fall, hvilke? Svaret méa
begrunnes kort.

[6%| Finn systemets nullpunkter, poler og modi, og skissér pol-nullpunkt-
diagrammet. Avgjgr om systemet er stabilt (Hint: 1 = /2™ for alle m =
0,1,...). Svaret mé& begrunnes kort.

[6%| Vis at systemets frekvensrespons kan skrives som

3w dw

: (cos(%) + 605(7) + 608(7)) e (4)

[N

H(w) —

Wl =

der w er normalisert vinkelfrekvens. (Hint: Husk Eulers likninger!)

Forklar videre hvilken sammenheng det er mellom fysisk frekvens f i
Hz og den normaliserte vinkelfrekvensen w. Hva blir punktprgvings-
(samplings-)frekvensen f; i Hz for systemet i denne oppgaven? Hva blir
de raskeste temperatursvingningene (hgyeste fysiske frekvens malt i Hz)
vi klarer & gjenskape korrekt ut fra malinger gjort med denne f,7 Alle
svarene ma begrunnes kort.

[6%] Benytt det oppgitte uttrykket for H(w) til & skissére systemets
magnitude-(amplitude-)respons for w € [0, 7]. Avgjor ut fra skissen om
systemet har lav-, hgy- eller bandpass-karaktér. Gi deretter et kort fysisk
argument for hvorvidt konklusjonen din synes & veere rimelig.



h) [6%] For tre spesielle normaliserte vinkelfrekvenser vil det veere slik at
dersom wulk| har energi ulik null bare pa (en eller flere av) disse frekven-
sene, vil vi fa gjennomsnittstemperaturen y|k| = 0 ut. Identifisér de tre
normaliserte vinkelfrekvens-verdiene det her er snakk om, og angi hvor
disse kan avleses pa

e pol-null-punkt-diagrammet

e magnitude-(amplitude)-respons-skissen.

Prgv ogséa a gi et kort fysisk argument som forklarer hvorfor svaret blir
ylk] = 0 nar u[k| kun bestér av disse tre frekvensene.

i) [8%] Anta at vi skal beregne verdier i frekvensresponsen H(w) pa da-
tamaskin. Forklar kort hvorfor, og hvordan, vi kan bruke den diskrete
Fouriertransformen (DFT) til & gjore dette. Plott verdiene i magnitude-
(amplitude-)delen av en slik DFT av lengde

e N=6
e N =10.

(Hint: Oppgaven lar seg lgse ogsd uten resultatet fra g), men bruk av
dette vil kunne forenkle lgsningen mye.)

Kommentér resultatene kort med hensyn pa mulighetene for visualise-
ring (plotting, fremvisning) av detaljer i magnituden til H(w) ut fra de
plottede DFT-verdiene i hvert av de to tilfellene. Hvilken operasjon har
vi implisitt utfgrt i tidsplanet for a oppna resultatet for N = 107

j) [4%] Hva blir den korteste lengden vi kan velge for en DFT for et signal
av lengde N = 6, dersom radiz-2-FFT-algoritmen skal benyttes i bereg-
ningen? Hvor stor besvarelse i antall multiplikasjoner far vi ved bruk
av denne algoritmen i dette tilfellet, i forhold til & bruke DFT-formelen
direkte? Svarene ma begrunnes.

k) [6%] Finn et matematisk utrykk (pa sa enkel form som mulig) for gjen-
nomsnittstemperaturen y|k| for & = 0,1,... nar u[k] = 10-(1+(—0.25)%) for k =
0,1,..., og null ellers.
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Signaler:

Periodisk signal:

f(t+ P) = f(t), kontinuerlig signal,
flk + N| = f|k], diskret signal. (5)

Kompleks eksponential (Eulers formel):

f(t) = €' = coswt + j-sinwt, kontinuerlig signal,
flk] = €% =coswk + j-sinwk, diskret signal. (6)
Systemer:
Integrator:
t
y(0) = [ u(r)dr (7)
Forsinkelse:
y(t) = wu(t— ), kontinuerlig system,
ylk] = wulk — ko|, diskret system. (8)

Superposisjonsprinsippet:

{og - ug(t) + g - ua(t)} — {ag - yi(t) + a2 - y2(t)}, kontinuerlig system,
{ay - urlk] + ag - uglk]} — {ar - wilk| + oo - yolk]}, diskret system. — (9)



Totalrespons til lineaert system:

y(t) = y.i(t) + y.s(t), kontinuerlig system,
ylk] Yuilk] + y.s|k], diskret system. (10)

Tidsinvarians:

Initialtilstand x(tg) = x¢ og inngang wu(t) for t > to gir utgang y(t),t > to

medfgrer at

Initialtilstand x(to + T') = x¢ og inngang u(t) for t >ty + T gir utgang y(t),t > to (1T)
Tilsvarende for diskrete systemer med tq og 1" lik heltall kg, K.

Kausalitet:

h(t) = 0 for ¢t <0, kontinuerlig system,
hlk] = 0 for k <0, diskret system. (12)

Konvolusjon, differanse- og differensiallikninger:

Impulsrespons:

ulk] = 6lk] medfgrer y|k| = h|k] for diskrete systemer (d[k| er enhetspulsen),
u(t) = o(t) medforer y(t) = h(t) for kontinuerlige systemer (5(¢) er en Diracpils))

Diskret konvolusjon:

oIkl = 3 k= duli) = hlk] < ult (14

1=—00



Differanselikning for lineaert tidsinvariant diskret system:

ylk+ N +an_1-ylk+N—=1]+---+ay - ylk + 1] + ao - y|¥]
— by -ulk 4+ M|+ by - ulk -+ M =1+ -4 by - ulk + 1] + by - u[KL5)

Kontinuerlig konvolusjon:

y(t) = /°° h(t — 1) - u(r)dr = u(t) * h(t) (16)

— 00

Differensiallikning for linesert tidsinvariant kontinuerlig system:

Y () + a1y IE) 4 -+ ary () + aoy(t)
= b ™ () 4 b ™) e b (2) + boul(t) (17)

Laplacetransformen og kontinuerlig systemanalyse:

Laplacetransformen:

F(s) = £If0] = [ (e dt (18)

Invers Laplacetransform:

f(t) = L HF(s)] = i : /:Jrjoo F(s)e*ds for t > 0 (19)

2my —joo



Egenskaper ved Laplacetransformen:

Laplacetransform-par:



Transferfunksjon for lineaert tidsinvariant kontinuerlig system:

Y(s)
U(s)
N(s)  byps™ 4 by 18"+ -+ bis+ by
D(s) 8"+ ap 18"t - b ays +ag

H(s) — L[n(t)] =

(initialbetingelser 0)

Poler i transferfunksjon (ogsé for diskrete systemer):

De p; som gjor at H(p;) = oo.

Nullpunkter i transferfunksjon (ogséa for diskrete systemer):

De z; som gjor at H(z;) = 0.

Stabilitet av kausalt system:

Stabilt system dersom alle poler p; = 0; + jw; har o; < 0.

z-transformen og analyse av diskrete systemer:

Ensidig z-transform:

F(z) = ZIf[K]] = > flk]z™"
k=0
Invers z-transform:

fk = Z7F()] =

[ F(2)z"'dz for k> 0.
2my Je

(C er en lukket kontur i z-planet.)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)



Sammenheng Laplacetransform — z-transform:

Z[f(RT)] = LIfs (D] —ers

Egenskaper ved z-transformen:

z-transform-par:
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(26)



Transferfunksjon for lineaert tidsinvariant kontinuerlig system:

H(z) — ZIh[H] - 58 (initialbetingelser 0)

N(2)  bpz™ + by 2™ o bz + by

D(z) 2t 1 2V arz ag

Stabilitet av kausalt system:

Stabilt system dersom alle poler p; = r;¢’% har r; < 1.

Frekvensanalyse av kontinuerlige signaler:
Fundamentalfrekvens for periodisk signal:

727‘[’

Normalisert energi:

Normalisert effekt:

1 2
Fourierrekke:
f) = 3 cnet™
Fourierkoeffisienter:
1 rtotP .
o= [ FOT = a1 8
P to

(27)

(28)

(30)

(32)

(33)



Parsevals formel for Fourierrekker:

[ee]

Py P/ | dt = Z |Cm|2

m=—00

Fouriertransformen:

Flw) — / T F(t)e It for alle w

Invers Fouriertransform:

1 oo ,
/ F(w)e’*'dw for alle t

f(t):% 3

Sammenheng Laplacetransform — Fouriertransform:

FIF O = LI+ Olls=jeo + LI (=D)]s=— o

Fouriertransform av periodiske funksjoner:

F(w) = io: 270 (w — muwp)

m—=——00

Parsevals formel for ikkeperiodiske signaler:

1 fe's)
E-— / 1)t — / |F(w)2dw

o

Konvolusjon og Fouriertransformen:

W) = FI[ it = r)u(r)ar] = Hw)U ()
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(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)



Egenskaper ved Fouriertransformen:

Frekvensanalyse av diskrete signaler:

Normalisert vinkelfrekvens:

f

w =21 =

fs

Normalisert fundamentalfrekvens for periodisk signal:

2T
“ =
Normalisert energi:
k=—00

Normalisert effekt:

Foo = i 2N+1 Z il
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(41)

(42)

(43)

(44)



Tidsdiskret Fourierrekke (DTFS):

N-1 4

= 3 e

m=0

Fourierkoeffisienter:
1 = :
N Z FIFE ™08 — i+

Parsevals formel for tidsdiskrete Fourierrekker:

1 N— ) N-1 )
Py, = N Z:: |f[k]| :mz::()|cm|

Tidsdiskret Fouriertransform (DTFT):

F(w) = FJfIK]] = i flkle™?* for alle w

k=—o0

Invers tidsdiskret Fouriertransform:

1 21 .
flk] = —/ F(w)e’*™dw for alle k
2m Jo

Sammenheng z-transform — tidsdiskret Fouriertransform:

Falf K]l = ZUf [kl o=eie + Z1f-[=H]]|s=e-se

Tidsdiskret Fouriertransform av periodiske funksjoner:

N-1
F(w) = 2m¢pud(w — mwp)
m=0
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(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)



Parsevals formel for ikkeperiodiske tidsdiskrete signaler:
E= Y 1= = [P
o 2w Jo
Konvolusjon og tidsdiskret Fouriertransform:
Y(w)=F[ > hlk —iluli] = H(w)U(w)

Egenskaper ved tidsdiskret Fouriertransform:
Som i Tabell 6.3.

Diskret Fouriertransform (DFT):

Flim] = DIf{k]| = Y- flke 2/

Invers diskret Fouriertransform:

Flml = D[l = 3 Fljer

m=0
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(52)

(53)

(54)

(55)



